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RESUMO

O célculo de inversdo de matrizes estd presente em varias aplicacdes da drea de Processamento
de Sinais. Entre essas aplicacdes, a filtragem adaptativa, baseada no algoritmo de Projecdes
Afins, inclui o cdlculo de inversao de matrizes, que agrega uma elevada complexidade compu-
tacional. Existem vérios algoritmos para o cdlculo de inversdao de matrizes. A complexidade do
algoritmo esté associada ao tamanho da matriz, que varia de acordo com a aplicagdo alvo. Essa
dissertacdo propde a implementacido em hardware dedicado do algoritmo analitico de inversao
de matrizes. Esse algoritmo € o mais apropriado para a implementacdo de uma matriz de tama-
nho 2x2, que € o tamanho adequado para uma implementacao do algoritmo de Projecdes Afins
para diversas aplicac¢des praticas. No bloco de inversdo de matriz, o circuito divisor é o que
agrega a maior complexidade computacional. Dentre os algoritmos de divisdo presentes na lite-
ratura, os algoritmos baseados em iteragdes funcionais sdo considerados os mais rapidos, pois
sdo capazes de tirar proveito de multiplicadores de alta velocidade, para convergir de forma qua-
drética para um resultado. Dentre os algoritmos baseados em iteragdes funcionais, destacam-se
os algoritmos de Newton-Raphson e de Goldschmidt. Entretanto, o algoritmo de Goldschmidt
tem sido mais utilizado em aplica¢gdes que demandam alta velocidade de processamento, pois
ao contrdrio do algoritmo Newton-Raphson, onde as multiplica¢des sdo dependentes umas das
outras, no algoritmo Goldschmidt as multiplicacdes sao realizadas em paralelo. Nesse trabalho,
propde-se a implementagdo em hardware de um circuito divisor eficiente baseado no algoritmo
Goldschmidt. O circuito divisor usa um multiplicador na base 4 da literatura, que torna o divi-
sor mais eficiente em termos de dissipacdo de poténcia, quando comparado ao circuito divisor
usando o multiplicador da ferramenta de sintese. O circuito divisor proposto aumenta a faixa de
valores de operacdo através do uso do padrao Q7.8, que permite valores entre -127.99609375
e +127.99609375, ao contrario do divisor Goldschmidt original, que admite uma estreita faixa
de valores ente 1 e 2. Os principais resultados mostram que o uso do divisor Goldschmidt efici-
ente proposto torna o circuito inversor de matriz com uma menor dissipa¢cdo de poténcia, o que
se torna um atrativo para uma futura implementacdo da arquitetura completa do algoritmo de
Projecodes Afins.

Palavras-chave: Inversdo de matrizes. redugdo de poténcia. circuito divisor. algoritmo Golds-

chmidt. implementagdo ASIC.



Matrix Inversion Architecture Using Efficient Divider Circuit Based on Goldschmidt

Algorithm

ABSTRACT

The matrix inversion calculation is present in several applications in the area of Signal Pro-
cessing. Among these applications, the adaptive filtering, based on the algorithm of Affine
Projections, includes the calculation of matrix inversion, which adds a high computational com-
plexity. There are several algorithms for calculating matrix inversion. The complexity of the
algorithm is associated with the size of the matrix, which varies according to the target appli-
cation. This dissertation proposes the implementation in dedicated hardware of the analytical
algorithm of matrix inversion. This algorithm is most appropriate for the implementation of a
2x2 size matrix, which is the appropriate size for an implementation of the algorithm of Affine
Projections for several practical applications. In the matrix inversion block, the divisor circuit
is that adds the highest computational complexity. Among the division algorithms from the
literature, algorithms based on functional iterations are considered the fastest, because they are
able to take advantage of high speed multipliers to converge in a quadratic form to a result.
Among the algorithms based on functional iterations, Newton-Raphson and Goldschmidt algo-
rithms are the most used algorithms. However, the Goldschmidt algorithm has been more used
in applications that demand high processing speed, because unlike the Newton-Raphson algo-
rithm, where the multiplications are dependent on each other, in the Goldschmidt algorithm the
multiplications are performed in parallel. In this work, it is proposed the hardware implementa-
tion of an efficient divisor circuit based on the Goldschmidt algorithm. The divider circuit uses
a radix-4 multiplier from the literature, which is more efficient in terms of power dissipation,
when compared to the divider circuit using the multiplier from the synthesis tool. The proposed
divider circuit increases the range of operating values by using the Q7.8 standard, which allows
values between -127.99609375 and +127.99609375, rather than the original Goldschmidt di-
vider, which supports a narrow range of values between 1 and 2. The main results show that
the use of the proposed efficient Goldschmidt divider circuit makes the matrix inverter circuit
with a lower power dissipation, which becomes an attractive for a future implementation of the

complete affine projections algorithm in dedicated hardware.

Keywords: matrix inversion, power reduction, division circuit, Goldschmidt algorithm, effi-

cient division, ASIC implementation .
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1 INTRODUCAO

Nos tltimos anos, a dissipacao de poténcia vem sendo apontado como um dos principais
parametros em projetos de circuitos integrados. Na verdade, o maior desafio diz respeito ao
projeto de uma nova geragao de produtos que dissipem o minimo de poténcia, sem comprometer
o alto desempenho desejado e sem penalidade excessiva em drea de silicio. Neste contexto,
aspectos de baixa dissipacdo de poténcia exigem a pesquisa de novas arquiteturas confidveis
que possam ser testadas e fabricadas e que levem em consideragdo as necessidades de sistemas
eletrOnicos portateis de funcdes diversas.

Uma classe de algoritmos que tem merecido especial aten¢do, com aspectos de baixa
poténcia, sdo os de processamento digital de sinais. De fato, esse interesse tem sido intensi-
ficado desde a proliferacdo de equipamentos eletronicos portiteis operados por baterias, tais
como telefones celulares, laptops, equipamentos biomédicos, etc.

De fato, o progresso recente no desenvolvimento da microeletronica, disponibilizou pro-
cessadores digitais de sinais (DSP- Digital Signal Processors) mais velozes, o que propiciou um
rapido aumento no campo de aplicac¢des dos filtros adaptativos. Este aumento na utilizacdo de
filtros adaptativos e a implementagdo de algoritmos em tempo real tornou necessdrio o desen-
volvimento de modelos analiticos que sejam capazes de prever o comportamento dos algoritmos
em condi¢des reais de operacdao ou muito proximos disso (ALMEIDA, 2004).

Entre os diversos algoritmos adaptativos existentes atualmente, o algoritmo de Projecdes
Afins (AP - Affine Projection) tem se destacado por sua robustez e velocidade de convergéncia.
Entre suas caracteristicas importantes em aplicagdes préticas, estd seu excelente desempenho
quando submetido a operacdes com sinais de entrada muito correlacionados, como por exemplo,
no cancelamento de eco (ALMEIDA, 2004)(GARCIA, 2012). Entretanto, este desempenho
superior aos demais algoritmos tem o custo de uma maior complexidade computacional.

Para a implementacdo do algoritmo AP, o hardware mais complexo € aquele responsa-
vel por efetuar a inversao de matriz. Dessa forma, torna-se importante a implementacao de um
método analitico eficiente que possa contribuir para o aumento de velocidade de processamento
e reducgdo da dissipacdo de poté€ncia em uma futura implementa¢do do circuito baseado no al-
goritmo AP. Um exemplo tipico de aplicacdo dos algoritmos AP sdo os aparelhos auditivos, que
formam uma classe especial de sistemas de dudio. Como os aparelhos auditivos sdo alimenta-
dos por bateria, logo, o consumo de energia desse aparelho de processamento de sinal € uma
questao importante (BREINING et al., 1999).

O processo de inversdao de matrizes estd presente em vdarias aplicagdes de sistemas de
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comunicacao e processamento de sinais. Nessas aplicagdes, a inversao de matrizes € um pro-
cesso intensivo em termos de processamento, e sua implementagdo em hardware de ponto-fixo
¢ um desafio, visto que a maior precisio dos resultados estd relacionado a arquiteturas de ponto-
flutuante. Entretanto, em termos de hardware a implementag¢do em ponto- fixo € menos custosa,
em relagdo a uma implementa¢do em ponto-flutuante.

Para o célculo de inversdo de matriz, a complexidade do método analitico a ser empre-
gado, cresce exponencialmente com o tamanho da matriz (IRTURK, 2009). Desta forma, alguns
métodos analiticos sdo empregados para a decomposicdo de matrizes, tais como decomposi¢cao
LU (THERRIEN, 1992), decomposi¢ao QR (MALAJOVICH, 2007), decomposicao Cholesky
(THERRIEN, 1992), entre outros.

No célculo da inversdo de matrizes, a operacdo de divisdo é uma das mais complexas,
pois envolve uma elevada complexidade computacional. Logo, a operacdo aritmética da divi-
sdo representa um dos principais desafios quando faz parte de operacdes em algoritmos onde
se pretende implementd-lo em uma arquitetura dedicada de hardware. Essa complexidade se
torna maior ainda quando envolve processos de inversdes de matrizes na execug¢do de opera-
cOes matemadticas necessdrias no algoritmo. Tais operacdes se fazem necessdrias em diversos
algoritmos voltados para aplicagdes praticas na engenharia. Citando algumas, por exemplo,
cancelamento de eco actstico, controle ativo de ruido, estimagdo de parametros biomédicos,
entre varios outros.

Dentro deste contexto, diversos algoritmos de divisdo sd@o propostos na literatura, tais
como restoring, non-restoring, SRT e os métodos por convergéncia, baseados nos algoritmos
Newton-Raphson (OBERMAN; FLYNN, 1995) e Goldschmidt (MARKSTEIN, 2004). Os mé-
todos de divisdo por convergéncia sdo considerados os mais rapidos, pois sdo baseados em
aproximacgdes sucessivas, realizadas por multiplicagdes sucessivas. Entretanto, o algoritmo
Goldschmidt tem sido a a escolha preferida em diversas aplicacdes, pois agrega uma maior
velocidade de convergéncia, visto que as multiplicagdes sdo realizadas em paralelo, ao contré-
rio do algoritmo de Newton-Raphson, onde as multiplicagcdes sucessivas sdo dependentes umas
das outras.

Nessa dissertacao propde-se um circuito divisor baseado no algoritmo Goldschmidt. O
divisor proposto opera para diferentes faixas de valores, ao contrdrio do divisor original, que
realiza as operacdes dentro de uma faixa limitada de valores que varia de 1 a 2. Também sdo
apresentadas as condi¢des nas quais esse operador aritmético pode ser utilizado no sentido de
reduzir a atividade de chaveamento nos barramentos de dados na arquitetura de inversio de

matrizes.
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1.1 Motivacao

A principal motivacdo desta dissertacdo € a otimizacdo de circuitos digitais para algo-
ritmos de Processamento de Sinais, que levem em conta a utilizacdo de técnicas que possam
aumentar o desempenho e reduzir a dissipagdo de poténcia dos circuitos implementados. Em
particular, o projeto de arquiteturas envolvendo operagdes de inversdo de matrizes de baixa
complexidade e de alta velocidade de operagdo € buscado neste trabalho.

Com os desafios atuais nas novas tecnologias para a reducdo da dissipacdo de poténcia
em circuitos integrados, torna-se importante o estudo e implementacao de técnicas que possam
ter um impacto direto na reduc¢do da dissipacao de poténcia nos diferentes circuitos digitais. Em
particular, em aplicacdes, tais como multimidia, comunica¢des € métodos numéricos, torna-se
necessdrio a implementacao de estruturas de hardware eficientes com aspecto de baixa dissipa-
cdo de poténcia.

Em particular, técnicas de filtragem adaptativa possuem amplo espectro de utilizagdo,
como por exemplo, no cancelamento de eco acustico e elétrico, cancelamento de interferéncias,
cancelamento de harmonicas, entre outras.

As caracteristicas desejdveis para um filtro adaptativo sdo a habilidade para operar em
um ambiente desconhecido e seguir as variagcdes no tempo dos sinais de entrada. A diferenca
essencial entre as diversas aplicagdes de filtros adaptativos é como os sinais sdo conectados,
existindo, assim, quatro classes bésicas de filtros adaptativos: identificacio de sistemas, modela-
gem inversa, predi¢do linear e cancelamento de interferéncias (WIDROW BERNARD.; HOFF,
1988).

Embora as caracteristicas de operacao do algoritmo adaptativo de proje¢des afins (AP)
se mostrem bastante interessantes, sua complexidade computacional pode ser maior do que a
de outros algoritmos mais simples, tais como LMS Least Mean Square e NLMS Normalized
Least Mean square. Por este motivo, este algoritmo (AP) ainda ndo foi tdo estudado quanto a
implementag¢do em hardware, em relacdo aos demais. Entretanto, em decorréncia da crescente
evolucdo da drea da microeletronica, o algoritmo AP se tornou uma solugdo vidvel para diversas
aplicacdes, dada a velocidade dos novos processadores digitais de sinais, permitindo projetos e
implementagdes de estruturas de hardware e software que possibilitam a utilizacdo de algorit-
mos que antes ndo eram vidveis de serem implementados em func¢do da sua complexidade em
termos de hardware.

Esta dissertacdo de mestrado visa contribuir para uma futura implementacdo eficiente

de uma arquitetura completa do algoritmo de projecdes afins AP. Visto que nesse algoritmo, as
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operacdes que agregam a maior complexidade computacional sdo as divisdes e a inversao de
matrizes, logo esta trabalho propde um circuito dedicado de inversdo de matrizes, que utiliza
circuitos divisores eficientes em termos de velocidade computacional e dissipacao de poténcia.
O divisor proposto, baseado no algoritmo Goldschmidt, utiliza técnicas para o aumento da
faixa de valores a serem processados, bem como agrega o aspecto de redu¢do de dissipacao de
poténcia, usando técnicas mais simples de serem implementadas em hardware.

Desta forma, a principal motivagdo desta dissertacdo de mestrado € a implementacao de
uma arquitetura de inversdo de matrizes eficiente, em termos de velocidade de processamento
e reducdo de dissipagdo de poténcia, que possa contribuir para uma futura implementacao de
uma arquitetura de baixa dissipa¢do de poténcia do algoritmo de projecdes afins, que possa ser
utilizada em uma aplicaciao que demande aspecto de reducao de poténcia, tal como em aparelhos

auditivos.

1.2 Objetivos

O objetivo geral desta proposta € desenvolver metodologias de projeto de um circuito de
inversao de matrizes usando circuitos divisores eficientes em termos de aumento de desempenho
e reducao de dissipacdo de poténcia.

Em relac@o ao projeto dos circuitos divisores o principal objetivo € apresentar uma es-
trutura modificada do algoritmo Goldschmidt, que permita a operacdo de divisdo em uma maior
faixa de valores, que seja compativel com o circuito de inversdao de matrizes (o circuito divisor
Goldschmidt original apresenta uma faixa limitada de valores entre 1 e 2).

Os circuitos divisores implementados sdo aplicados a uma arquitetura dedicada de inver-
sao de matrizes de tamanho 2x2, que tem um tamanho adequado para uma futura implementacao

de uma arquitetura completa do algoritmo de projecdes afins de baixa dissipacdo de poténcia.

1.3 Principais Contribuicoes

A partir do estudo realizado para a exploracdo de novas arquiteturas de divisores de baixa
dissipacdo de poténcia, para aplicagcdo em uma arquitetura dedicada de inversdo de matrizes,

apresentam-se as seguintes contribui¢des do trabalho:

e Implementacdo de um circuito divisor Goldschmidt em ponto fixo, para operagdes em

complemento de 2, com modifica¢des para operacao em uma maior faixa de valores;
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e Implementacio de um circuito dedicado para a inversdo de matrizes utilizando os circui-

tos divisores propostos.

1.4 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 sdo apresentadas as principais caracteristicas dos diferentes algoritmos
para inversdo de matrizes, com uma comparacao entre os diferentes métodos, fundamentando a
escolha pelo método analitico. Os diferentes algoritmos de divisdo sdo abordados no Capitulo
3. O Capitulo 4 aborda os algoritmos e as arquiteturas de divisdo propostas para o algoritmo
Goldschmidt. O circuito de inversdo de matrizes proposto, baseado no método analitico, com
os circuitos divisores propostos € apresentado no Capitulo 5. Os resultados das otimizacgdes sao

apresentados no Capitulo 6 e no Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes e trabalhos futuros.
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2 METODOS PARA INVERSAO DE MATRIZES

Neste capitulo, apresenta-se uma breve abordagem sobre os métodos classicos para in-
versdo de matrizes. O objetivo desse estudo € obter uma referéncia matemética que permita uma
escolha comparativa adequada do método a ser utilizado na arquitetura em hardware proposta

no trabalho.

2.1 Introducao

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Uma matriz B é chamada inversa de A se, e

somente se a equacdo 2.1 for respeitada, onde B = A~! e I,, é a matriz identidade de ordem n.

AB=BA=1I, 2.1)

Na literatura existem diversos métodos analiticos para a inversdo de matrizes. A seguir

serdo discutidos alguns mais utilizados.

2.2 Inversao de Matriz Baseada na Decomposicao LU

Diversos problemas podem ser modelados matematicamente em termos de sistemas de
equagdes lineares, conforme a equacao (2.2). Para estes sistemas existem varios métodos de

resolucdo j4 bastante utilizados, principalmente no que diz respeito a matrizes quadradas.

AX =B (2.2)

O processo de fatoragdo para sistemas de equacdes lineares, desse tipo, consiste em
decompor a matriz A em um produto de dois ou mais fatores, e em seguida, resolver uma
sequéncia de sistemas triangulares que serd a solucao geral do sistema.

A fatoragdo LU consiste em dividir a matriz A em duas submatrizes triangulares: L (de
lower, inferior em inglés) e U (de upper, superior em inglés) (THERRIEN, 1992). Esse método

funciona apenas para matrizes ndo-singulares. Assim, a identidade na equacgao 2.3 ¢ satisfeita.

(LU)X = B (2.3)

Para a inversao da matriz A, pode-se usar as matrizes L e U, isto é, AL pode ser obtido
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diretamente da expressdo (2.4).

At=u)yt=u"tL! (2.4)
A solucdo segue quatro etapas:

1. Decomposi¢ao LU da matriz dada;
2. Inversdo da matriz triangular inferior L;
3. Inversdo da matriz triangular superior U’

4. Multiplicacdo das matrizes inversas de L e de U.

Destaca-se aqui a vantagem em que uma vez a matriz A decomposta, pode-se encontrar
diferentes vetores solug¢do X, do sistema AX = B, para diferentes valores de B, bem como a
inversdo da matriz A. Vale ressaltar também que, embora bastante usada na solugio de sistemas
lineares, a decomposi¢do LU apresenta uma complexidade computacional elevada, embora as
outras trés etapas sejam relativamente simples, em virtude da estrutura triangular das matrizes

LeU.

2.3 Inversao de Matriz Baseada na Decomposicao Cholesky

A decomposigio de Cholesky procura decompor uma matriz A na forma A = G.G7,
sendo G uma matriz triangular inferior, cujos elementos da diagonal principal sdo estritamente
positivos. Nessa decomposicdo, a matriz A deve ser definida positiva (THERRIEN, 1992).

A solugdo para inversdo da matriz A (A~1) pelo método de decomposi¢do Cholesky

pode ser avaliado conforme representacao da equacao (2.5).

At =GN GT)! (2.5)
A solucdo consiste basicamente em quatro etapas:

1. Decomposi¢do Cholesky da matriz dada;
2. Inversdo da transposta da matriz triangular inferior;
3. Inversdo da matriz triangular inferior.

4. Multiplicacdo de matrizes, de acordo com a férmula 2.5

Assim como o método da decomposi¢do LU, o método da decomposi¢do de Cholesky

apresenta uma complexidade computacional elevada em funcdo das dimensdes matriciais.
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2.4 Inversao de Matriz Baseada na Decomposicao QR

A inversdo da matriz A usando o método de decomposicdo Q)R é representada pela

equacao (2.6) abaixo.

A7t =R1QT (2.6)
Este processo pode ser resumido em trés etapas bdsicas, ou seja,

1. Decomposicdo ()R da matriz A;
2. Inversdo da matriz triangular superior R;

3. Multiplicacdo das matrizes de acordo com a equacgio (2.6)

A estrutura da expressdo para inversdo da matriz A € similar as anteriores, com a dife-
renga de que apenas uma das matrizes do método de decomposigao serd invertida. Considerando
que a essa matriz inversa € triangular (triangular superior), a complexidade computacional desse

método serd menor que os métodos anteriores.

2.5 Inversao de Matriz Baseada na Reducao de Gauss-Jordan

A reducdo ou transformagdo de Gauss-Jordan procura, através de técnicas de escalona-
mento € pivoteamento, transformar [A|I] (Matriz A concatenada com a matriz /) em [I|A™!].
Note que, / é uma matriz identidade

A solug@o para inversdo da matriz A pelo método de reducido de Gauss-Jordan, é obtida

conforme a execucao das seguintes etapas:

1. Formar a matriz [A|],,](x2,) (Concatenagdo da matriz dada A, x,) com a matriz identi-

dade 1,,);

2. Calcular a forma escalonada reduzida por linhas da matriz aumentada obtida no passo 1

utilizando operagdes elementares nas linhas;
3. Assumindo que o passo 2 resultou numa matriz [C'| D], na forma escalonada reduzida por
linhas, um dos dois resultados abaixo sera obtido:
e seC =1, entdo D = A~ 1;

e se C # I,, entdo C tem linha nula, e neste caso, A € singular e A~! nflo existe.
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2.6 Inversiao de Matriz Usando Método Analitico

Para a inversdo de uma matriz, usando o método analitico, sao calculadas a matriz ad-

junta, Adj([A]), e o determinante Det([A]), conforme a equagdo (2.7).

)

A= Da

2.7)

A matriz adjunta de uma matriz quadrada A € a matriz transposta da matriz que se obtém
substituindo cada termo A; ; pelo determinante da matriz resultante A, para cada linha i e coluna
j (determinante menor) multiplicado por (—1)*"/ (ANTON; RORRES, 2016).

O processo de célculo € feito em trés etapas: Primeiro € calculada a transposta da matriz
de entrada, A (trocando-se as linhas pelas colunas). Em seguida, é calculado o determinante da
matriz menor, que é formada apds eliminar os elementos na linha e coluna especifica ao indice
1 e 7. Finalmente, o cofator de cada elemento é obtido multiplicando-se a matriz de menores

por (—1)(+9) conforme mostrado na figura 2.1.

(A An Ais Au

Aj Az | Azz | Ang
I Az Ay

Azz Ay Apn Ay

+(-1)"7 Ay

+-1)""? Ay

42 44 42 A43

1+1
A31 A32 A33 A34I+ ('l) Azz‘ \ B

Ay Agp | Ag A44I

Figura 2.1 — Inversdo de Matriz com abordagem analitica, mostrando como exemplo o primeiro ele-
mento da matriz dos cofatores C1
Fonte: (IRTURK, 2009)

2.7 Comparacao entre os Métodos de Inversao de Matrizes

Nas secoes anteriores deste capitulo foram abordados brevemente alguns métodos clas-
sicos de inversdo de matrizes. Nas figuras 2.2 e 2.3, sdo apresentados grificos comparativos
relativos ao nimero de operacdes, entre 0 método de decomposi¢cdo de Cholesky, LU e QR e
entre os métodos QR e o analitico, respectivamente (IRTURK, 2009).

A figura 2.2 apresenta uma relacdo entre o nimero de operagdes necessarias para a
obten¢do da inversdo de uma determinada matriz A, em fungdo de suas dimensdes (n X n).

Conforme pode ser observado, para todas as dimensOes de matrizes simuladas, o método de
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decomposicio () R mostrou um maior nimero de operacdes necessdrias para a inversdao da ma-
triz. Entretanto, para os outros dois métodos um fato interessante ocorre quando as dimensdes
da matriz vao aumentando. No caso de matrizes com dimensdes inferiores a 3 X 3 a inversao
utilizando o método de fatoracdo LU apresentou um numero de operacdes levemente inferior ao
método de Cholesky. A partir dessa dimensdo, os resultados relativos ao nimero de operagdes
se invertem, ou seja, 0 método de Cholesky apresenta um ndmero também levemente inferior
em relacdo ao método LU. Dessa forma, considerando a complexidade computacional para o
calculo de inversdao de uma matriz, as dimensdes devem ser observadas para a adequada escolha
do método a ser utilizado.

Vale ressaltar que os métodos de decomposi¢do Cholesky e LU apresentam restricoes
com relacdo ao tipo de matriz, ou seja, a decomposi¢do Cholesky € utilizada apenas para ma-
trizes definidas positivas e para a decomposicdo LU a matriz deve ser estritamente diagonal
dominante, ao passo que o método de decomposi¢ao ()R e o método analitico ndo apresentam
restri¢des, isto €, ambos os métodos podem ser aplicados a qualquer tipo matriz, desde que a

mesma seja inversivel.

10,000 T3 R

¢+ LU

Cholesky
1,000+ * 0 -

100 -

10

&

2x2 3x3  4x4 5%§ 66 77 8x8

Figura 2.2 — Ndmero Total de Operagdes em fungio do tamanho da matriz, para diferentes métodos de
decomposig¢do ( Cholesky, LU e (QR), em escala logaritmica.
Fonte: (IRTURK, 2009)

Na figura 2.3 sdo comparados os métodos de decomposi¢do () R e analitico para inversao
de matrizes. No gréfico fica evidente o aumento do nimero de operacdes no método analitico

a medida que a dimensdo da matriz aumenta. O mesmo ocorre para o0 método (QR, mas de
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forma bem mais suave. Dessa forma, o método analitico, em compara¢do com os demais mé-
todos abordados, é o que apresenta uma maior complexidade computacional quando tem seu

algoritmo implementado, para matrizes maiores do que 4 x 4.

1000000

100000

10000

1000 //_A
100 ’/

10 / “-QR

“®-Analytic
1 T T T T T T

2x2  3x3  4xd  5x5  6x6 7T 8x8

Figura 2.3 — Ndmero Total de Operagdes para os métodos de inversdo de matrizes baseado em decom-
posicdo QR e a método analitico, em escala logaritmica.
Fonte: (IRTURK, 2009)

De acordo com o trabalho de (GARCiA, 2011), e como observado nesse capitulo, os
métodos de decomposi¢do sdo métodos preferidos para a inversdo de matrizes em virtude de
apresentarem um aumento suave no nimero de operagdes necessdrias para matrizes com ordem
elevada (n = 5,6,7,...). De forma oposta, a complexidade algébrica dos métodos analiticos

aumenta linearmente a medida que a ordem da matriz aumenta.

2.8 Resumo do Capitulo

Este capitulo apresentou os principais algoritmos para a inversdo de matrizes, onde foi
mostrado que a complexidade do método a ser escolhido, depende da aplicacdo, que define
o tamanho necessdrio da matriz a ser implementada. Também foi mostrada uma comparagdo
entre os diferentes métodos para matrizes de diferentes tamanhos. De acordo com o grafico
apresentado nas comparacoes, foi possivel verificar que o método analitico € o mais adequado
para a implementacdo de uma inversdo de matriz 2x2, que € o tamanho alvo dessa dissertacio
de mestrado, pois, como serd visto, este € o tamanho suficiente para uma futura implementacao

do algoritmo AP. O préximo capitulo aborda os principais algoritmos de divisao.
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3 ALGORITMOS DE DIVISAO

Neste capitulo se apresenta uma explanagdo sobre alguns dos algoritmos divisores con-

solidados na literatura, abordando suas principais caracteristicas.

3.1 Algoritmos de Digitos Recorrentes

A classe de algoritmos de divisdo mais simples e mais amplamente implementada € a
de digitos recorrentes (OBERMAN; FLYNN, 1995). Isto se deve a sua baixa complexidade,
considerando o niimero de operagdes necessarias para o célculo.

Um ponto fundamental no projeto desse divisor € a escolha da base e da raiz (radix),
os quais definem os digitos do quociente permitidos e a representacdo do resto intermedidrio,
respectivamente.

O algoritmo de digitos recorrentes calcula o quociente (um digito de cada vez) de ma-
neira semelhante ao que € feito no célculo aritmético convencional, com lapis e papel.

Como ja destacado, a principal vantagem dos algoritmos de digitos recorrentes € a sua
simplicidade de implementacao. Isto permite que sua implementa¢ao em uma arquitetura dedi-

cada de hardware seja uma opg¢ao vidvel.

3.1.1 Algoritmo de Divisao Restoring

Uma operagdo de divisdo pode ser representada matematicamente por um operador de-
nominado dividendo (V) e um operador denominado divisor (D), resultando em uma operagao

0, conforme mostra a equacao (3.1).

N
= 3.1
Q ) (3.1)
Como os resultados de uma divisdo nem sempre sdo exatos, € possivel reescrever a
equacgdo na forma da equacao (3.1).
N=(Q@xD)+R onde R < D (3.2)

De acordo com (OBERMAN; FLYNN, 1997), na divisdo Restoring convencional, o

resto da divisdo obedece a seguinte condi¢do: 0 < R(;41) < D. Paraisso, o digito do quociente
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¢i+1 € obtido executando uma sequéncia de subtragdes e deslocamentos () = ....q2q1qg). As-
sim, em cada iteracdo, D é subtraido do resto parcial 7(*) x Ry (r € o radix) até que a diferenca
se torne negativa. A partir disso, 7 x R;y € adicionado novamente a esta diferenga negativa,
justificando a nomenclatura de algoritmo de Restoring. Finalmente, a ultima subtragdo € can-
celada pela adi¢@o. Isso resultard no quociente de digitos, que é determinado pelo nimero de
subtragoes (q;) = IN° de subtragdes —1). No pior caso, serd necessdria ¢;; + 1 subtragdo e

mais uma adi¢do para se obter q(;). Assim, tem-se a equagdo 3.3.

Ruy = Ry — qay x D x r®? (3.3)

ondei=n—1,n—2,...,1,0.
Para um sistema numérico bindrio (r = 2), e sendo os possiveis digitos do quociente

{0, 1}, logo se determina a equagdo 3.4.

R(i+1) —q@u) X d % Q(i) = R(i) (3.4)

Assumindo como pressuposto inicial g;) = 1, a seguinte subtragio pode ser representada

pela equacdo 3.5.

Ry — D x 2% = Ry, (3.5)

Considerando para simplificacdo que, tanto o dividendo como o divisor sdo ndmeros

positivos, tem-se o seguinte:

I, se R >0 ,entdo o pressuposto esta correto.
q@) =4 0, se Ry <0 ,entdo o pressuposto estd incorreto (3.6)
€ uma operagao restoring € necessaria.
Assim, a divis@o Restoring bindria requer no miximo uma subtracio e uma adi¢@o para

determinar um digito do quociente. Essa adi¢do € necessdria para restaurar o resto parcial

correto, conforme mostra a equacgao 3.7.

Rty + D x 2% = Ry, (3.7)

Desta forma, pode-se concluir que, em um caso limite, a divisdo restoring pode neces-
sitar de até duas vezes o numero de ciclos de relégio para concluir a divisao.

Para ilustrar o algoritmo de divisao restoring, a tabela 3.1 mostra o processo para a
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divisdo bindria de 7/2.

Tabela 3.1 — Exemplo de divisdo com algoritmo restoring

7T—-2x2"=-25 Q(4):1
—25+2 x 24 =7 | restore qu) =0
7T—2x23=-9 Q(3)=1
—9+4+2x23=7 | restore qz) =0
7T-2x2%=-1 Q(2)=1
—14+2x%x22=7 | restore q2) =0
7T—2x2'=3 Q(1)=1
3—2x20=1 qoy =1

Fonte: O Autor

3.1.2 Algoritmo de divisao Non-Restoring

Um método de divisdo melhorado em relagdo ao apresentado na subsegdo 3.1.1 € o mé-
todo de divisdao chamado Non-Restoring. Neste método nao € necessdria a "adi¢do restoring".

A operagdo de divisdo Q pode ser expressa também de acordo com a equagdo 3.8.

N=(Q@xD)+R com |R| < D (3.8)
onde:

e () é o quociente;
e D é o divisor;
e N ¢ o dividendo;

e R € o resto.

Na divisdo non-restoring o pressuposto de que D > 0 e que |R(;41)| < D permanece.
Porém, o resto parcial R(;,1) pode assumir valores positivos ou negativos (HA; LIM, 2007). A
operacdo a ser executada pode ser uma adi¢do ou uma subtracdo, dependendo do valor do resto

parcial, de acordo com a equacao 3.9.

Ry — D x 20 =Ry, se Riyn > 0;

. 3.9)
Riv1y+ D x 29 =R, se Ry <0.
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Por consequéncia, o digito do quociente serd +1 ou —1, nunca igual a zero (qg4+1) €

{—1,1}). A sele¢do do digito do quociente pode ser representada da seguinte forma:

B 1, se R > 0; 3.10
a6 = (3.10)
—1, se R(i) <0

Quando o valor de R(;) = 0 o processo de divisdo pode ser concluido (LI; CHU, 1996).
Como resultado, o quociente () é representado por um cédigo de digitos sinalizados, o qual nao
contém zeros.

Na divis@o restoring, quando (2R; — D) < 0, o resto pode ser assumido 2R;. Apds, o
deslocamento e uma nova subtragdo de D, (4R; — D) sdo obtidos. Na divisdo non-restoring,
quando (2R; — D) < 0, o processo continua com uma diferenga negativa, que sera corrigido
pela adi¢do de D na préxima iteragdo. Desta forma, (2(2R; — D)) + D = 4Ry — D. Este
resultado € idéntico ao encontrado na divisdo restoring, mas sem a necessidade de ter o processo
de restauracdo. Pode-se concluir assim que, a divisdo non-restoring necessita de n ciclos de
relogio para efetuar a divisao.

Para ilustrar o algoritmo de divisdo non-restoring, a tabela 3.2 mostra o processo para a

divisdo bindria de 7/2.

Tabela 3.2 — Exemplo de divisdo com algoritmo non-restoring

7T-2x2=-25 q(4)
—25+2x2=-9 q(3)
—94+2x22=-1 Q(g)z—l
1)
)

—14+2x2'=3 |g¢q
3-2x2=1 |qo

Fonte: O Autor

Na Figura 3.1, mostra-se uma representacao grafica dos processos de divisdo restoring
e non-restoring. Da equacdo (3.8), tem-se a relacdo N = QD + R, representada pela equacio

eq4nrest.

Q =q4) X 24 + qe3) X 23 + qe2) X 22 + qa) X 2! + 4oy X 20 3.11)

A partir dos exemplos da Figura 3.1, obtidos das tabelas 3.1 e 3.2, t€m-se os seguintes

calculos:
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Divisao Restoring Divisao Non-restoring

Figura 3.1 — Representagio grafica do célculo do resto parcial nas divisdes Restoring e Non-Restoring.
Fonte: O autor

N=T7TeD=2
Q=0x2"4+0x224+0x22+1x2'4+1x2°=3
T=(3x2)+1

3.1.3 Algoritmo de divisao SRT

O algoritmo de divisao SRT € uma variagdo amplamente utilizada da divisao de digitos
recorrentes. Este algoritmo leva o nome de seus inventores Sweeney, Robertson e Tocher. Tra-
balhando de forma independente e praticamente ao mesmo tempo, D. W. Sweeney da IBM, J.
E. Robertson da Universidade de Illinois e K. D. Tocher do Colégio Imperial de Londres pro-
puseram um novo método de divisdo bindria. A motivacdo que levou ao algoritmo SRT foi a
tentativa de acelerar a divisdo non-restoring (que consiste em n operacdes de adicdo / subtra-
¢do), permitindo que o digito zero seja um digito do quociente para o qual nenhuma operagao
de adigdo / subtracdo seja necessaria. Com isso, reduz-se a regido de convergéncia do algoritmo
non-restoring, obtendo-se redundancia na selecao do quociente (HA; LIM, 2007).

No algoritmo SRT, assume-se que o divisor € uma fracdo normalizada na forma 0.1 ds

ds...d,. Assim, tem-se a relacdo da equacgao 3.12.

1
5 <IDI<1 (3.12)

E assumido também a relacio da equacio 3.13.
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1
5 <[2x Rl <1 (3.13)

Isto significa que todos os dividendos parciais também sdo fragdes normalizadas. E
importante lembrar que no algoritmo non-restoring o q;1+1y € {—1,1}. Enquanto no algoritmo
SRT, o conjunto de valores permitidos para o quociente serd agora dado de acordo com a relagao

em 3.14.

Dessa forma, o divisor serd deslocado ou somado ou subtraido do dividendo parcial, a partir da

selegdo {—1,0, 1}, isto é:

R(z‘+1) + D x 20 = R(i), se R(i—H) < —=D;
Riit1) = Ry, se — D < Riy) < D; (3.15)
R(z’+1) — D x 2(i) = R(i), se R(i+1) > D.

onde a regra e selecio do digito do quociente serdo definidos por:

—1, se R(i) < —D;
q6) = 0, se —D<Ry<D; (3.16)
1, se R(z) > D.
Observar que tanto o divisor D, quanto o resto parcial R;1), sdo fragdes normalizadas

< |Dl < 1e (% < |2 x R@)| < 1). Se for utilizada a representagdo considerando que

< |D|), a equagdo (3.15) tomara a forma da equagdo 3.17.

R(i+1) + D x 20 = R(i), se R(/[:Jrl) < %;
Riv1) = Ry, se — 3 < Ry < 5 (3.17)
R(i—i—l) — D x 20 = R(z), se R(i+1) > %

onde a regra e selecao do digito do quociente, representada na equagdo (3.16) fica reduzida a:

-1, se |Ryl < —%, e o sinal de ¢(;) € negativo;
ey = 0, se ’R(i)| < %; (3.18)
1, se |Ru|>3%,  eosinalde g € positivo .
A vantagem da utilizacdo deste novo conjunto de regras para determinar o resto parcial

e a selecdo do digito do quociente se resume ao fato de ser necessdrio apenas uma simples
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1

comparagﬁo com a constante % ou —5.

3.2 Algoritmos de Iteracoes Funcionais

Até agora foram abordadas algumas caracteristicas e formas de funcionamento de alguns
algoritmos de digitos recorrentes mais amplamente utilizados. Nessa secdo serdo apresentados
alguns algoritmos, denominados algoritmos de iteracdes funcionais, que apresentam caracteris-
ticas distintas dos estudados até o0 momento.

Diferente da divisdao de digitos recorrentes, que utiliza somas e subtragdes como ope-
racoes fundamentais, a divisdo por iteragdes funcionais utiliza a multiplicagdo como operagao
fundamental. A principal dificuldade da divisdo subtrativa é a convergéncia linear para o quoci-
ente (OBERMAN; FLYNN, 1997). Algoritmos de divisdo baseados em multiplica¢des, porém,
sdo capazes de tirar proveito de multiplicadores de alta velocidade, para convergir de forma
quadratica para um resultado. Assim, ao invés de retirar um nimero fixo de bits de quocientes
em cada ciclo, os algoritmos baseados em multiplicacdo sdo capazes de duplicar o nimero de

bits de quociente corretos em cada iteracio (OBERMAN; FLYNN, 1995).

3.2.1 Algoritmo de divisao Newton-Raphson

O algoritmo de Newton-Raphson efetua a divisdo baseado em um processo multiplica-
tivo.
Uma operaciao de divisdo, onde se deseja obter o quociente (), pode ser descrita como o
produto do dividendo N pelo inverso do divisor D, como mostrado na expressao (3.19).
N 1

Q=75=Nx%. (3.19)

neste ponto, o desafio estd em como calcular de forma eficiente o inverso do divisor.

No algoritmo de Newton-Raphson, deve-se escolher uma funcio de iniciacdo que tem
uma raiz no inverso do divisor (FLYNN, 1970). De forma geral, existem diversas raizes que
poderiam ser usadas, tais como 3, 7z, & € (1 — 5).

A escolha de qual raiz utilizar pode ser considerada como sendo de forma arbitréria,
isto €, esta escolha € feita com base na conveniéncia de qual forma iterativa usar, sua taxa de

convergeéncia e o acréscimo necessdrio no tamanho da palavra bindria durante o processamento.

Isto se deve ao fato de usar uma raiz alvo diferente do verdadeiro quociente.
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De acordo com (OBERMAN; FLYNN, 1995), a raiz mais comumente utilizada € o

reciproco do divisor + o qual é a raiz da funcdo primitiva, ou seja
D

1
fox) = dn D=0, (3.20)

e a equacao representando a convergéncia quadratica de Newton-Raphson € definida por

f(zw)
L(i+1) = L) —
(i+1) (2) f(x(i))

Aplicando a equacdo de convergéncia quadrética de Newton-Raphson, equacao (3.21),

(3.21)

na equagao (3.20), obtém-se a fungdo e sua primeira derivada avaliadas no ponto X g (equagdes

(3.22) e (3.23))

1
foson = g~ P (3.22)

/ 1
(0) 2
v X
Esses resultados serdo usados para se obter uma aproximacao para o inverso do divisor

D. Assim, a partir da equacao (3.21), tém-se:

f(Xw)
Xa 0~ @ (3.24)
1) (0) ¥ (X(O))
%o~ P
X(l) = X(O) + fg (3.25)
X0)
X(l) = X(O) X (2 —D x X(o)) (326)

onde da equacdo (3.26) € possivel se obter uma equagdo geral de atualizacdo do inverso do

divisor do algoritmo de Newton-Raphson. Desta forma:

Concluindo, a partir do inverso do divisor, com uma simples multiplicacido pelo di-
videndo N, € possivel obter o quociente da divisdo (), usando a divisdo multiplicativa pelo

método de Newton-Raphson.
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3.2.2 Algoritmo de divisao Goldschmidt

O algoritmo de Goldschmidt (GOLDSCHMIDT, 1964) pertence a classe de algoritmos
de iteracdes funcionais que se beneficia das convergéncias de séries matematicas. Em particular,
o algoritmo de Goldschmidt tira proveitos da convergéncia da série de Maclaurin (OBERMAN;
FLYNN, 1997).

Como pdde ser verificado pela equagdo (3.27), para cada iteracdo do algoritmo de
Newton-Raphson sdo necessdrias duas multiplicacdes e uma subtracdo. A subtracdo € feita
por uma operagdo simples de complemento, mas, as multiplica¢des, sdo dependentes uma da
outra, isto €, somente é possivel realizar uma das multiplica¢des a partir do resultado da mul-
tiplicagdo anterior. Este problema de dependéncia das operacdes de multiplicagdo, € resolvido
pelo algoritmo de Goldschmidt, que o torna mais rapido do que o algoritmo Newton-Raphson
(MARKSTEIN, 2004). Por este motivo, o algoritmo de divisdo de Goldschmidt serd alvo de
abordagem dessa dissertacdo, e sua implementacdo numa arquitetura dedicada € proposta no

préximo capitulo.

3.3 Resumo do Capitulo

Este capitulo abordou os principais algoritmos de divisao encontrados na literatura.
Como pdde ser discutido, os métodos de iteracdes funcionais sdo mais rdpidos em relacio aos
métodos de digitos recorrentes, pois usam um método de aproximacdo, baseado em multipli-
cacdes sucessivas, que chega mais rapidamente a convergéncia de valores corretos. Entre os
algoritmos de iteragcdes funcionais, o método de Goldschmidt é mais rdpido, pois as multipli-
cacoes sao realizadas em paralelo, ao contrario do método de Newton-Raphson, onde as mul-
tiplicagOes sao dependentes umas das outras. Esse aspecto, maior velocidade de convergéncia,
norteou essa dissertacio para a proposta de um novo algoritmo e uma nova arquitetura para o

divisor Goldschmidt, cujos principais detalhes serdo explicados no proximo capitulo.
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4 ALGORITMO E ARQUITETURA DE GOLDSCHMIDT PROPOSTOS

A operacao de divisao € geralmente considerada como uma operagao de baixa frequéncia
e alta laténcia em operadores aritméticos tipicos (OBERMAN; FLYNN, 1997). Varios pesqui-
sadores tém tentado propor algoritmos de divisdo eficientes. Entretanto, essa ndo tem sido uma
tarefa fécil, devido a dificuldade inerente da sua implementacdo em hardware.

Embora o uso da operacdo de divisdo nao seja tdo comum, quando comparada a adi¢ao
e multiplicagdo, em algumas aplicagdes, como algoritmos adaptativos (Normalized Least Mean
Square - NLMS, Affine Projection-AP, entre outros) (ANGHEL et al., 2010) e SSIM quality
metric for image (WANG et al., 2004), a divisdo € uma das principais operacdes aritméticas
envolvidas. Entre as operagdes aritméticas mencionadas, a operagcdo de divisdo é certamente a
mais dificil de implementar em hardware, devido aos ajustes necessdrios para garantir a preci-
sdo das operagdes.

Alguns algoritmos de divisdo conhecidos, tais como restoring, non-restoring, € SRT
(BEHROOQZ, 2000), sdo classificados como divisores lentos. Entretanto, quando se considera a
operacdo rapida e a alta precisado, a divisdo por convergéncia tem sido a escolha mais adequada,
onde a divisdo € realizada por multiplicagdes repetidas. Nesse aspecto, o método iterativo base-
ado em Newton-Raphson apareceu como o mais eficiente (KUCUKKABAK; AKKAS, 2004).
No entanto, o algoritmo de Goldschmidt propicia uma grande melhoria ao método de refina-
mento reciproco, uma vez que reduz em grande parte o nimero de multiplicacdes necessarias

para acelerar a divisdo de convergéncia (KONG; SWARTZLANDER, 2008).

4.1 Aspectos dos Métodos Propostos

Neste trabalho de dissertacdo, propde-se um novo e eficiente método para melhorar o
algoritmo iterativo de Goldschmidt. O método proposto reduz o niimero de iteracdes para pro-
duzir o resultado final, com um circuito muito simples para realizar as operagcdes. O método se
baseia na escolha correta do valor 6timo do denominador, que faz o ajuste da primeira iteragao
do algoritmo, o que contribui para a convergéncia rdpida. Além disso, o algoritmo proposto
ndo tem restricdes em relagdo a faixa de valores (o algoritmo convencional tem uma restri¢cao
de valores entre 1 e 2) e nem em relacdo ao sinal das entradas, aceitando quaisquer entra-
das na faixa dos valores suportados pelo padrdao Q7.8, ou seja, valores entre -127.99609375 e
+127.99609375. Observe que, embora esteja sendo usada esta faixa de valores, a solu¢do pro-

posta permite outros intervalos de valores, tendo-se apenas que usar o valor inicial apropriado
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de aproximacdo no algoritmo proposto.

Neste ponto, cabe um pequeno comentario sobre o formato () de representagdo de ponto-
fixo.

A representacdo padronizada () é um formato de niimero de ponto fixo onde o nimero
de bits fraciondrios e o nimero de bits inteiros € especificado. As notacdes sdo escritas como

Qm.n, onde:

e () designa que o nimero estd na notagao de formato () como uma alusio ao simbolo

padrao para o conjunto de nimeros racionais;

e m ¢ o nimero de bits reservados para designar a porcdo inteira do nimero, em comple-
mento de 2, que pode incluir ou ndo o bit de sinal (portanto, se m ndo é especificado, é
tomado como zero ou um);

e n ¢ o numero de bits utilizado para designar a parte fraciondria do nimero, isto é, o
nimero de bits a direita do ponto bindrio. (Se n = 0, os ndimeros () sdo inteiros - o que

representa uma degeneragdo do padrdo);

Existem duas convengdes para (), uma inclui o bit de sinal no valor de m, e a outra
convengdo ndo. A escolha da convencdo pode ser determinada somando m + n. Se o valor
for igual ao tamanho do registrador, o bit de sinal esta incluso no valor de m. Se for um bit a
menos do que o tamanho do registrador, o bit de sinal ndo estd incluso no valor de m. Para um

determinado formato ()m.n, tendo m + n -+ 1 bits, com o bit de sinal, com n bits fracionarios:

e a faixa possivel de ser representada é dada por: [—(2™),2™ — 27";

e ¢ aresolucdo é dada por 27".

Como exemplo, um ndmero Q15 teria 15 bits fraciondrios; Um nimero Q1.14 teria
1 bit inteiro e 14 bits fraciondrios. O formato Q € frequentemente usado em hardware que
ndao tem uma unidade de ponto flutuante e em aplicativos que utilizem resolu¢do constante.
No presente trabalho, é adotado uma representacdo em formato Q7.8, ou seja, 7 bits inteiros
e 8 bits fraciondrios, e por simplificacdo, adotado a faixa de valores entre -127.99609375 e
+127.99609375.

A seguir sdo apresentados os principais pontos de fundamentacio tedrica relacionados
ao algoritmo e a arquitetura de Goldschmidt original. Em seguida, sdo apresentados os princi-
pais aspectos relacionados ao método proposto para o aumento da eficiéncia do algoritmo e da

arquitetura de Goldschmidt.
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4.1.1 Algoritmo de Goldschmidt Original

O algoritmo de Goldschmidt (GOLDSCHMIDT, 1964) pertence a classe de algoritmos
de iteracdes funcionais que se beneficia das convergéncias de séries matematicas. Em particular,

o algoritmo de Goldschmidt tira beneficios da convergéncia da série de Maclaurin (OBERMAN;

FLYNN, 1997).

N_1
D_4

O algoritmo de Goldschmidt para calcular a divisdo () = pode ser descrito da
seguinte forma (MARKSTEIN, 2004). Seja Dopt= F_; uma estimativa adequada para i,
onde uma aproximag¢do adequada € aquela que atenda a % <F D ;< % Note que para um
valor inteiro n, a aproximagao adequada é % < |2"D_4| < % Portanto, fazendo-se F_; =
sgn(D_1)2™(2 — sgn(D_1)2"D_1, onde sgn(.) é a funcdo sinal, esse critério de aproximagio
adequada € satisfeito. No entanto, normalmente o pressuposto inicial reciproco é muitas vezes
determinado por tabelas (look-up tables) (CORPORTATION, 2001). Logo, multiplicando-se
os termos dividendo e divisor por /1, modifica o cdlculo de @), de acordo com (4.1), onde o

subindice -1 representa a primeira amostra a ser processada.

N.. N F., N

= = — 4.1
D, D,F, Dy @D

Q=

O objetivo do algoritmo de Goldschmidt é encontrar os valores F; para que a multi-
plicacdo do dividendo e divisor de (4.1) possa levar o divisor para o valor unitdrio. Como
consequéncia, o dividendo se torna o quociente. O erro relativo do pressuposto inicial é dado

por (4.2),onde Dy =D _F 1 =1—e.

&

D_q -1
€ = 1 =1- D_lF_l (42)

Pela escolha de F'_ 4, |e| < 1, e tomando Fy = 1 + e como o préximo multiplicador
do dividendo e divisor, levaria o novo divisor a 1 — 2. Da equacdo (4.2), pode-se também
escrever Fy = 2 — Dy. Por outro lado, o termo () pode ser escrito de acordo com (4.3), onde
Ni=Ny . Fi,Di=D;  Fi 1eF;=2-D,

Ni  NiaFi1 N

= = = , =0.1.2,... 4.3
=D, T DiF, - Dy, COLZ 43)

O atrativo da técnica proposta, para a implementacao em hardware, é que F; = 2 — D;
pode ser derivado diretamente de D); por inversao bindria, cuja implementagao € simples e re-
quer pouco recurso de hardware. As grandezas D, e F; estdo essencialmente disponiveis simul-

taneamente. Assim que /V; e D; fiquem disponiveis, V;, D; e F; sdo reaplicadas as entradas dos
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multiplicadores. Este processo continua até que D; se torne suficientemente proximo de 1, ou
seja, na pratica, para um nimero fixo de iteracdes determinado pela qualidade de 1 = Dopt.
Correspondendo ao divisor final D;, o termo /N; é considerado o quociente. Até esse ponto, a
aritmética foi assumida como exata. Entretanto, na pratica, cada multiplicacdo € arredondada
com alguma precisdo, e a subtracdo 2 — D, também pode ser submetida a arredondamentos.
Com um multiplicador paralelo, os cdlculos de NN; sdo intercalados com os de D;, e toda a

iteracdo pode ocorrer em um tnico ciclo do multiplicador.

4.1.2 A Arquitetura Goldschmidt Original

O diagrama para o divisor Goldschmidt original é apresentado na Figura 4.1 (SANCHEZ
et al., 2009). O valor da aproximacao inicial do termo divisor € lido a partir de uma Look-up
table (valor L1). Apds a aproximacao inicial, os valores D e N sdo inicialmente submetidos a
multiplicacdes por L1, e depois disso, entregues aos multiplicadores (¢1 e el), que para a pri-
meira iteracdo (¢ = 0), habilita os resultados parciais para novas multiplicagdes. Para as novas
iteracoes (¢ > 0), os resultados parciais produzidos anteriormente sdo multiplicados novamente
pelo termo de erro (el), que representa a operagdo (2 — D). Este processo permanece até que
haja um nimero suficiente de iteragdes capaz de reduzir o erro para um valor predeterminado.
No circuito divisor Goldschmidt original da Figura 4.1 sdo utilizados circuitos multiplicadores

da ferramenta de sintese.

.

A 4

A 4
o

A 4

g1 X > M

A 4

LUT v
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Comparator

Li

h 4

X > e1

: ] J X e1
— | _‘
Done

v
1
v

Start
—

FSM

Figura 4.1 — Diagrama de blocos do divisor Goldschmidt original
Fonte: (Modificado de (SANCHEZ et al., 2009))
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4.1.3 Trabalhos relacionados

Ao longo dos anos, alguns trabalhos t€ém proposto diferentes métodos tentando acelerar
a convergéncia do algoritmo de Goldschmidt. Em (ERCEGOVAC et al., 2000), por exemplo, é
proposto um método para acelerar célculos de divisdo, raiz quadrada e raiz quadrada reciproca
quando o método de Goldschmidt é usado, em uma abordagem multiplicadora em paralelo.
O método propde substituir a ultima iteragdo adicionando um termo de corre¢do que pode ser
pesquisado durante as iteragdes iniciais usando uma look-up table (LUT). Os autores relatam
que os resultados corretos sé sio obtidos a partir da quarta iteracdo do algoritmo. O uso de LUTs
também ¢é explorado em (ITO; TAKAGI; YAJIMA, 1997) e (MATULA, 2001), onde enquanto
em (ITO; TAKAGI; YAJIMA, 1997) é proposto um método eficiente para a abordagem inicial
em divisdes-multiplicativas, em (MATULA, 2001), propde-se uma melhoria da LUT para um
método de divisao pds-escalonada.

O método de arredondamento proposto em (KONG; SWARTZLANDER, 2008) aplica
um método de truncamento no passo de iteracdo final. Embora os autores garantam resulta-
dos com apenas 3 iteracdes do método de Goldschmidt para a divisdo, nao € tratada qualquer
mudanga em relacdo a escolha do valor inicial de F'_; para a primeira iteragdo, que € o foco
do trabalho proposto no dmbito desta dissertacdo. Além disso, diferente dos outros algorit-
mos, 0 método que é proposto nessa dissertagdo, assegura valores de entrada fora do intervalo
1< D<2.

Em termos de simplificagdes em hardware, o trabalho proposto em (ROY, ) usa uma
unidade de realimentacdo, onde a 4rea total consumida pode ser reduzida da implementagao
original, uma vez que os blocos multiplicadores extras sdo removidos. Por outro lado, em
(HOSSEINY; JABERIPUR, 2016) é proposta uma divisao radix-10 para o algoritmo de Golds-
chmidt, com um tamanho reduzido da LUT, que € obtido através de andlise matematica. No
entanto, em ambos os trabalhos mencionados ndo ha comentdrios sobre a frequéncia de ope-
racdo, dissipacdo de energia e eficiéncia na convergéncia. Todos os trabalhos mencionados da
literatura exploram algoritmos de divisdo em arquitetura de ponto flutuante, o que demanda
muitos recursos em termos de hardware. Por outro lado, a solucdo proposta nesta dissertacao
apresenta um divisor Goldschmidt rdpido, com apenas 3 iteracdes, eficiente em termos energé-
ticos € em uma arquitetura de ponto-fixo, que € menos custosa em termos de hardware do que

uma arquitetura em ponto flutuante.
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4.2 Algoritmo e Arquitetura Goldschmidt Propostos

Como pdde ser visto na se¢ao anterior, a escolha correta do valor 6timo do denominador
(F_1 = Dopt), que faz o ajuste da primeira iteracao do algoritmo, € essencial para a convergén-
cia rdpida. Essa escolha, na pratica, determina o nimero de iteragdes necessarias para obter o

resultado da divisdo () = %

4.2.1 Algoritmo Proposto

O hardware que foi implementado, usa uma arquitetura com sinal, que opera em com-
plemento de 2, com aritmética de ponto fixo no padrao Q7.8. O algoritmo para escolher o
multiplicador 6timo para a primeira iteragao € baseado apenas nos dois primeiros digitos signi-

ficativos do denominador, e € realizado de acordo com as seguintes etapas:

e Encontre a posi¢do do primeiro bit 1 mais significativo de D. Considere n como
o valor do expoente da representacdo bindria desse bit. Isso determina uma trans-
formagdo radix 2° , onde b = —(n + 1);

e Coloque em 1 o bit na posi¢cdo b = —(n + 1) de Dopt = F_1;

e Ajuste o bit na posicado (b — 1) de Dopt como a inversao do bit na posi¢do n — 1
de D;

e Mantenha todos os outros bits de Dopt em zero.

Para mostrar a formacgao do valor de Dopt, de acordo com o algoritmo, tomaremos como
exemplo um denominador com valor igual a 20,69921875. Este niimero, com os respectivos

pesos de suas casas em bindrio, representado em formato Q7.8 € mostrado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Algoritmo de formagédo de Dopt - Obtengéo de n.

| Ex- 20,69921875 |27 |25 [ 2° |20 |23 [22 |21 [ 2022 [22]2=2][24]2s]2e]27]2F]
DELOEC#e © 0 0 1 0 1 0 o 1 0 1 1 0o 0 1 1
I !

4

A partir da Tabela 4.1 pode ser visto que o primeiro valor 1 mais significativo do Deno-
minador estd na posi¢do 2%, o que significa que o valor de n deve ser tomado como igual a 4.

Com n = 4, calcula-se b = —(n + 1) = =5
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Tabela 4.2 — Algoritmo de formagdo de Dopt - Obtengdo do bit na posigio b.

Ex: 20,69921875 |27 |2°|2° [2¢]23 [22[2t[20]2t]22]23]24[2°][2°]27]|2°]

[Denominador BB B R R
I
[ Dopt | 1

Entdo deve ser colocado em 1 o bit da posi¢do de b = —5 de Dopt, ou seja, setado o bit

na posi¢io 275 como pode ser visto na Tabela 4.2.

Tabela 4.3 — Algoritmo de formagdo de Dopt - Obtengéo do bit na posi¢do (b — 1).

m
©o 0 0 1 0 1 0 0

EE— : :

(Dopt | 1o

Na etapa seguinte, deve ser ajustado o bit na posi¢do (b — 1) de Dopt como o inverso do

bit na posic¢do (n — 1) do Denominador, conforme pode ser visto na Tabela 4.3.

Tabela 4.4 — Algoritmo de formagéo de Dopt - Valor final de Dopt.

Ex_20,69921875

[Denommador —— ICRIC
I ] :
PETa o 0 0 0 0 0 0O 0 O 0 0O O 1 1 0 o0

Ap6s, devem ser mantidos todos os bits restantes em zero, conforme pode ser visto na
Tabela 4.4. Por este exemplo, sendo o Denominador igual a 00010100,10110011, resultou em
um valor de aproximagao inicial Dopt = 00000000, 00001100

Seguindo as etapas do algoritmo, € possivel gerar todos os valores possiveis de Dopt
com base nas faixas de valores do denominador. Estes valores sdo mostrados na Tabela 4.5.
Na Tabela 4.5, os médulos das varidveis Min e Max representam os limites do intervalo de
valores que sdo possiveis em fun¢@o do valor do denominador. Como um outro exemplo, na
primeira linha da Tabela 4.5, tem-se o ultimo intervalo de valores permitido pelo formato Q7.8
(96.0 a 127.99609375). O primeiro digito mais significativo em 1, determina n = 6, e con-
sequentemente, b = —7, ou seja, sendo o denominador = 01 I XXXXX. XXXXXXXX, tem-se
o primeiro bit 1 na posi¢do 6 de D, o que determina um bit em 1 na posi¢do —7 de Dopt
(Dopt = 0000000000000010). O bit na posi¢do b — 1 (posi¢do —8) de Dopt é o inverso do
bit da posicdo n — 1 de D (posicao 5) (Dopt = 0000000000000010). Todos os outros bits sdo

iguais a 0. Os bits representados por X significam que sdo bits irrelevantes para a operacgao.
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Tabela 4.5 — Faixa de cobertura e Dopt em fungido do Denominador.

Denominador |Min| [Max| Dopt
OLIXXXXXXXXXXXXX 96.0 127.99609375 0000000000000010
OLOXXXXXXXXXXXXX 64.0 95.99609375 0000000000000011
00 LLIXXXXXXXXXXXX 48.0 63.99609375 0000000000000100
00 LZOXXXXXXXXXXXX 32.0 47.99609375 0000000000000110
000 T IXXOCOOOXX 24.0 31.99609375 0000000000001000
000TLOXXXXXXXXXXX 16.0 23.99609375 0000000000001100
00001 LXOOOCXXXX 12.0 15.99609375 0000000000010000
0000LOXXXXXXXXXX 8.0 11.99609375 0000000000011000
000001 IXXXXXXXXX 6.0 7.99609375 0000000000100000
000001OXXXXXXXXX 40 5.99609375 0000000000110000
0000001 IXXXXXXXX 3.0 3.99609375 0000000001000000
0000001 0XXXXXXXX 2.0 2.99609375 0000000001100000
00000001 IXXXXXXX 1.5 1.99609375 0000000010000000
000000010XXXXXXX 1.0 1.49609375 0000000011000000
000000001 1XXXXXX 0.75 0.99609375 0000000100000000
0000000010XXXXXX 0.5 0.74609375 0000000110000000
00000000011 XXXXX 0.375 0.49609375 0000001000000000
000000000 10XXXXX 0.25 0.37109375 0000001100000000
00000000001 1XXXX 0.1875 0.24609375 0000010000000000
000000000010XXXX 0.125 0.18359375 0000011000000000
000000000001 1XXX 0.09375 0.12109375 0000100000000000
0000000000010XXX 0.0625 0.08984375 0000110000000000

0000000000001 1XX 0.046875 0.05859375 0001000000000000
00000000000010XX 0.03125 0.04296875 0001100000000000
000000000000011X  0.0234375 0.02734375 0010000000000000
000000000000010X 0.015625 0.01953125 0011000000000000
000000000000001X  0.0078125 0.01171875 0110000000000000

4.2.2 Arquitetura Proposta

O circuito divisor implementado agrega internamente um circuito multiplicador eficiente

da literatura (COSTA, 2002), que opera na base-4.

4.2.2.1 Circuito Multiplicador na Base 4

Entre os operadores aritméticos, os médulos multiplicadores sdo os mais comuns em
operacdes DSP. Uma nova arquitetura para operacdes de multiplicacio em complemento de
2 esta apresentada em (COSTA, 2002). A arquitetura proposta mantém a forma original de

um multiplicador array convencional. Todos os bits nos produtos parciais sdo tratados como
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bits sem sinal, exatamente como um multiplicador array normal, exceto para o ultimo bit de
todas as linhas de produto parcial e todos os bits da tltima linha. Esta arquitetura é estendida
para codificacdo na base 2™, que permite a reducdo do nimero de linhas de produtos parciais,
proporcionando significativos ganhos em desempenho e reducdo da dissipacdo de poténcia.

nessa dissertacdo de mestrado, utiliza-se o valor m=2, ou seja, multiplicador na base 4. Na

A3A2 B3B2 A3A2 B1B0 A1A0 B3B2 A1A0 B1BO

*
Tipo lll

*
Tipo Il
2 2

extensdo do sinal

2

P7P6 P5P4 P3P2 P1P0
Figura 4.2 — Estrutura do multiplicador array de 4 bits na base 4.
Fonte: Modificado de (COSTA, 2002)

operacdo de multiplicacdo na base 4, os operandos sao divididos em grupos de 2 bits. Cada
um desses grupos pode ser visto como uma representacdo de um digito em uma base 4. A
estrutura da arquitetura do multiplicador array na base 4 ¢ a mesma do que um multiplicador
array convencional. Entretanto, cada linha do produto parcial opera em grupos de 2 bits, ao
invés de uma operacao bit a bit. Isso reduz o ntimero de linhas de produtos para /2, onde W
¢ o nimero de bits. A Figura 4.2 mostra a arquitetura de um multiplicador array de 4 bits na
base 4.

Como pode ser observado na Figura 4.2, em um multiplicador de W bits sdo necessarias
W /2 linhas de produtos, tendo cada uma 1///2 mddulos basicos multiplicadores 2 por 2, e o
mesmo numero de 2 por 2 somadores. Uma linha adicional composta por (W/2) +1 desses
elementos somadores bésicos € responsavel pela soma dos termos dos produtos parciais.

Para a construcao de uma arquitetura array na base 4, os médulos do produto parcial no
lado esquerdo e na parte inferior precisam ser diferentes para produzir o sinal dos operandos.
Desta forma, sao construidos trés tipos de médulos. Tipo I sao médulos de multiplicacao sem
sinal. Por outro lado, os mddulos Tipo-II produzem os produtos parciais de uma operagdo de um

valor sem sinal com um valor em complemento de 2. Finalmente, os médulos Tipo III realizam
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a operacdo de dois valores com sinal. Note na Figura 4.2 a indicacdo da extensdo de sinal que é
necessdria para a realizacdo das operagdes de somas dos produtos parciais em complemento de
2.

Nas arquiteturas dos multiplicadores array na base 4, pode-se observar o relaciona-
mento entre a complexidade dos blocos bésicos e a quantidade de linhas de produtos parciais.
Quanto maior o valor da base, menor serd o nimero de linhas de produtos parciais, € maior a
complexidade dos médulos somador e multiplicador, conforme mostrado em (COSTA, 2002).
Entretanto, € possivel gerar modulos otimizados para valores na base 4, que € utilizada nessa

dissertagdo.

4.2.2.2 Arquitetura Completa do Divisor

O circuito que implementa o algoritmo de Goldschmidt proposto pode ser visto na Fi-
gura 4.3. No circuito proposto, o denominador € entregue ao bloco que calcula a primeira
aproximacdo Dopt. Esse valor é entdo entregue ao primeiro conjunto de multiplicadores e um
subtrator, quando € feito o célculo de erro (representado por Fp). Apds, os termos Fy, Dy, €
Ny sdo aplicados ao segundo bloco, e depois ao terceiro bloco de multiplicadores e subtrator,
quando a operacdo € concluida, uma vez que o algoritmo obtém os resultados em apenas 3 itera-
coes. Os blocos de controle sdo responsdveis por ajustar o sinal do resultado, em complemento
de 2. A principal contribuicdo para o aumento da velocidade de convergéncia é o algoritmo
que calcula Dopt, levando a multiplicacdo inicial para um valor proximo ao valor 6timo, o que
reduz o nimero de iteracdes necessdrias para reduzir o erro a um valor predeterminado. Reduzir
o nimero de iteracdes faz com que ocorra reducdo na quantidade de multiplicadores, o que leva
a reducdo da dissipacdo de energia e ao aumento da velocidade. O hardware que foi imple-
mentado, utiliza entradas de 16 bits, opera os multiplicadores internos em 24 bits e a saida é
ajustada para 16 bits. A partir do circuito otimizado, sdo obtidos resultados 6timos com apenas
3 iteracdes, como pode ser visto nos exemplos da Tabela 4.6. Observe nos exemplos que, a
partir das escolhas adequadas dos valores de Dopt, os célculos ja produzem boas aproximacoes
dos valores desejados ja na primeira iteragdo. As duas proximas iteracdes servem para refinar

ainda mais os resultados desejados.
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Figura 4.3 — Diagrama de blocos do divisor Goldschmidt melhorado proposto.

Fonte: O Autor

Tabela 4.6 — Exemplos de divisoes obtidas pelo algoritmo proposto, com apenas 3 iteragdes.

Exemplo 1

Exemplo 2 Exemplo 3 Exemplo 4

N 1,515625 32,125 0,140625 0,1640625

D 1,15234375 12,5 0,359375 0,44921875

Valor desejado 1,3125 2,56640625 0,390625 0,36328125
Iteraciio 1 1,291015625 2,447021484 | 0,388916016 | 0,361450195
Iteracio 2 1,314804077 2,564102173 | 0,391281128 0,36517334
Iteracio 3 1,3125 2,56640625 0,390625 0,36328125

4.3 Resumo do Capitulo

Fonte: O Autor

Este capitulo mostrou um algoritmo Goldschmidt melhorado, orientado a hardware,

com melhor capacidade de convergéncia, para permitir realizar a divisdo com mais paralelismo

em uma Unica interagdo. Também foi mostrada a arquitetura proposta do divisor Goldschmidt,

que utiliza um multiplicador da literatura, que opera na base 4. Como pdde ser observado, o

algoritmo proposto permite que o algoritmo Goldschmidt opere em uma faixa mais ampla de

valores a partir do uso do formato Q7.8. O algoritmo proposto permite que a arquitetura do

divisor alcance a convergéncia em apenas 3 iteracdes. O préximo capitulo aborda o uso da

solucdo Goldschmidt proposta em arquitetura de inversdo de matrizes.
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5 ARQUITETURAS DOS CIRCUITOS DE INVERSAO DE MATRIZES

Neste capitulo serd abordado a arquitetura dos circuitos de inversao de matrizes pro-
postos neste trabalho. O objetivo desta arquitetura de inversdo de matrizes € sua utilizagdo
futura em uma implementacdo do algoritmo adaptativo de projecdes afins. Na secdo seguinte
serd feita uma breve abordagem sobre o algoritmo AP e suas equagdes de atualizacdo para um

entendimento da necessidade da arquitetura de inversao de matrizes.

5.1 O algoritmo adaptativo de Projecoes Afins (Affine Projection - AP)

O algoritmo de proje¢des afins (AP) proposto por Ozeki € Umeda em 1984 (OZEKI;
UMEDA, 1984) aplica pesos de atualizacdes em dire¢des que sdo ortogonais aos ultimos P
vetores de entrada. Isto descorrelaciona o sinal de entrada e acelera a convergéncia (RUPP,
1998), fazendo o algoritmo atrativo para aplicagdes com sinais de entrada altamente correlacio-
nados (colorido) (SANKARAN; BEEX, 2000). O preco a ser pago para o melhor desempenho
¢ o aumento da complexidade computacional, quando comparado com outros algoritmos, tais
como o normalized least mean squares (NLMS) (ALMEIDA et al., 2005), que, por sua vez, tem
uma complexidade computacional muito maior quando comparado ao LMS tradicional. Esse
aumento da complexidade computacional vem deixando de ser um fator inviabilizador devido
aos avangos recentes na industria de semicondutores.

O algoritmo AP executa as seguintes operagdes para atualizar os coeficientes do filtro

adaptativo:

d(n) = wlu(n) +r(n) 5.1)

e(n) = d(n) — w' (n)u(n) (5.2)

a(n) = [U"(n)U(n)]"'U" (n)u(n) (5.3)

®(n) = u(n) — U(n)a(n) (5.4)
®(n)

e(n) (5.5)
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onde:

e u(n) - sinal de excitac@o (vetor de entrada);

e 7(n) - ruido aditivo;

[
S

(n) - resposta desejada;

[ ]
D

)
)
(n) - erro de estimagao;
e a(n) - vetor de P erros minimos quadraticos;
e w(n) - vetor dos coeficientes do filtro;
e « - passo de adaptacdo (no caso do AP, a = 1);
e U(n) - matriz formada por P vetores passados de entrada;

e &(n) - vetor ortogonal a P vetores passados do sinal de entrada.

Pode ser visto na Equacdo 5.3 a inversdo de matriz necessdria para a atualizacdo de
a(n), o vetor de P erros minimos quadrdticos. Esta inversdo de matrizes deve fazer a inversdo
da matriz resultado da operagdo [U”(n)U(n)], que tém dimensdo P x P. Conforme estudos
realizados, o algoritmo AP quando utilizado em aplicagdes como cancelamento de eco acus-
tico, se mostra eficiente com apenas 2 vetores passados do sinal de entrada, o que representa a

necessidade de inversdo de uma matriz de dimensdo 2 x 2.

5.2 Arquitetura Geral de Inversao de Matrizes

No capitulo 2 foi feita uma andlise da complexidade computacional das diversas formas
de inversdo de matrizes. A proposta neste trabalho de dissertacdo € implementar um circuito
eficiente de inversdo de matrizes, e a op¢ao foi a de implementar a inversdo de matrizes 2 X
2. Essa escolha estd baseada no fato de que para uma futura implementagdo do algoritmo de
Projecdes Afins (AP), esse tamanho de matriz € suficiente.

Para esse tamanho de matriz, conforme mostrou a Figura 2.3, o método analitico de
inversdo de matrizes apresenta menor complexidade computacional do que os outros métodos.

1

. . a0 A1 — ;
Desta forma, o circuito a ser implementado deve efetuar a operagdo A™' = ——= x Adj(A)

Todas essas escolhas foram direcionadas para que se tenha a implementac¢do do circuito
de divisdo de matriz com eficiéncia em termos de velocidade de operacdo e aspecto de redugdo
na dissipacdo de poténcia. A partir das premissas acima, foi descrita a arquitetura basica que
compde os diversos circuitos implementados. Esta arquitetura bésica é apresentada na Figura

5.1. Nos diversos circuitos utilizados, a principal alteracdo estd na forma de como realizar a
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Figura 5.1 — Diagrama de Blocos do circuito inversor de matrizes basico.
Fonte: O Autor

Adj(A)
detA *

maior complexidade em termos de hardware é o divisor. Desta forma, os diversos circuitos

Nos circuitos de inversdo de matrizes apresentados, o circuito que agrega a

divisdo

divisores apresentados no capitulo anterior sdo explorados na arquitetura para a inversdao de
matrizes.

Na Figura 5.1 € apresentado o diagrama de blocos do circuito inversor de matrizes basico
utilizado para implementacdo das varias estruturas sob estudos neste trabalho. A estrutura geral,

da Figura 5.1, é detalhada nas subsecdes seguintes:

5.2.1 Estrutura de calculo do Determinante da matriz

O bloco denominado "detp" na Figura 5.1 € responsavel por calcular o determinante
da matriz A. Seu diagrama de blocos é representado na Figura 5.2, onde pode ser observada

a existéncia de dois blocos chamados "controle de sinal" (na entrada e na saida), dois blocos
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"multiplicadores”, um bloco "subtrator" e um bloco "Normalizagdo e ajuste". A seguir € feito

um breve detalhamento de suas fungdes:

A B C

Controle de sinal —

——O

Subtrator

v
Normalizagio
e ajuste

A 4

Controle de P
sinal

SDET

Figura 5.2 — Diagrama de Blocos do circuito de cdlculo do determinante.

Fonte: O Autor

Controle de sinal de entrada: Este bloco € responsavel por realizar a verificacao
dos sinais das quatro entradas. Isto € necessdrio pois nem todos os multiplica-
dores utilizados nas diversas implementagdes efetuadas, operam com nimeros
negativos. ApOs esta verificacdo, e apds armazenar os sinais das entradas, é
efetuado um complemento de 2 dos valores negativos para entregar somente
valores positivos aos multiplicadores;

Multiplicadores: Responsaveis por efetuar as multiplicacdes A x De B x C.
Estes circuitos foram implementados para utilizar entradas em 16 bits, em ar-
quitetura de ponto-fixo e formato Q7.8. As saidas sdo em 32 bits.

Subtrator: Este bloco efetua o cdlculode A x D - B x C'. Isto € feito através de
uma soma de A x D com o complemento de 2 de B x ()

Normalizacdo e ajuste: Este bloco efetua o arredondamento / truncagem do
valor resultado da subtracdo, para entregar o formato correto para o bloco de

controle do sinal de saida;
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e Controle de sinal de saida: Este bloco faz a correcdo de sinal, efetuando uma
operacdo de complemento de 2 ou ndo, em funcio das informagdes provenientes
do bloco de controle de sinal de entrada e resultado do subtrator, produzindo

uma saida com sinal correto do cdlculo do determinante da matriz A.

5.2.2 Blocos de Normalizacao / Ajuste e Blocos de Controle

Estes blocos tém funcao similar as funcdes de mesmo nome do circuito de cédlculo do
determinante. Sua funcdo € fazer o ajuste de sinal e tamanho da palavra bindria, bem como seu
formato, para entrega de entradas adequadas, para cada um dos diversos tipos de divisores a

serem testados nesta estrutura, a saber:

e Divisores baseados no algoritmo non-restoring, para arquitetura de ponto fixo e

aritmética com sinal, em complemento de 2;

e Divisores para arquitetura de ponto fixo e aritmética com sinal, em comple-
mento de 2, baseados no algoritmo Goldschmidt modificado, utilizando multi-

plicadores da ferramenta;

e Divisores para arquitetura de ponto fixo e aritmética com sinal, em comple-
mento de 2,baseados no algoritmo Goldschmidt modificado, utilizando multi-

plicadores bindrios RCA radix 4 da literatura;

5.2.3 Divisores

Nesta etapa da estrutura é onde se utilizam os diversos tipos de divisores j4 citados na
subsecdo anterior para efetuar comparativo de desempenho entre as estruturas de inversao de
matriz, baseados em cada um dos algoritmos implementados.

Estes quatro blocos, efetuam as operagdes responsdveis por produzir ﬁ x Adj(A).

Esta etapa é implementada com estrutura onde as operacdes sdo efetuadas em paralelo, para

Entrada(A) Entrada(B) Entrada(C) Entrada(D)
detA ? detA ’ detA detA ?

acelerar o desempenho. Os divisores efetuam
respectivamente, onde, os temos (A), (B), (C) e (D) nos numeradores das fracdes sdo as entradas
do inversor de matrizes, ja devidamente ajustadas pelos blocos anteriores. No denominador, o
termo det A se refere ao determinante da matriz, calculado no bloco de mesmo nome.

As saidas dos divisores sdo entregues aos blocos de truncagem e ajuste do sinal das

saidas.
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5.2.4 Truncagem e Ajuste de Saida

Estes blocos fazem a interconexao das saidas dos divisores com a saida da estrutura de
inversdo de matrizes, e efetuam, quando necessario, a adequagdo das saidas para 16 bits em
formato Q7.8. Na proxima subsecdo € apresentando um exemplo de simulag¢do do célculo de
inversdo de matrizes, que esclarece a truncagem e os ajustes necessdrios para a obtencdo dos

resultados corretos.

5.3 Simulacao e Testes da Arquitetura de Inversao de Matrizes Proposta

Foram implementadas diversas versdes da arquitetura de inversao de matrizes, conforme

relacionado a seguir:

e Inversor de matrizes baseado nos divisores com algoritmo non-restoring, para

arquitetura de ponto fixo e aritmética com sinal, em complemento de 2;

e Inversor de matrizes baseado nos divisores para arquitetura de ponto fixo e arit-
mética com sinal, em complemento de 2, implementados com base no algoritmo

Goldschmidt modificado, utilizando multiplicadores da ferramenta;

e Inversor de matrizes baseado nos divisores para arquitetura de ponto fixo e arit-
mética com sinal, em complemento de 2, implementados com base no algoritmo
Goldschmidt modificado, utilizando multiplicadores bindrios RCA radix 4 da li-

teratura.

Todas as arquiteturas implementadas apresentaram resultados corretos e idénticos para a
inversdo de matrizes, testados com intimeras matrizes. Os resultados de seu funcionamento com
uma matriz exemplo, estdo apresentados na Figura 5.3. Estes testes foram efetuados utilizando a
ferramenta Quartus II da Altera (ALTERA, 2009). Nesse ponto se faz necessario um comentario
sobre os resultados obtidos, que estdo em arquitetura de ponto-fixo e apresentados em formato

Q7.8.

Na Figura 5.3 podem ser verificados os valores de entrada 896; 640; 384 e 1152. Como
esta simulacdo estd apresentando valores em formato decimal, logo deve ser feita a conversao

de valores, como mostrado abaixo:
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A% O M E L E W B Z R R R 2| B
Time Bar: « | » | Pointer: [642.95 ns Interval: [642.95 ns | start: | | End: |
Valieat |F 240.0ns 2800ns 3200ns 3600ns 400.0ns  440,0ns  4800ns 520,0ns 560.0ns  600.0ns  640.0ns 6
Name 0ps
A 5 896 806
B 5 640 640
5 5384 384
D 51152 1152
QK. 50 Uy U UL
SA so X %
sB W, S0 -53
sc so X -32
sD so 74
<

0%
™ T ™

Figura 5.3 — Resultado da arquitetura de inverséo de matrizes proposta.
Fonte: O Autor

A B 89619 6401 00000011100000002 00000010100000004
C D 38419 115249 00000001100000002 00000100100000004

Os valores devem respeitar a representacdo do formato Q7.8. Logo, os valores podem

ser reescritos nesse formato, colocando-se a virgula em sua posi¢do, ou seja:

A B 00000011, 100000002 00000010, 100000002 3,910 2,510
C D 00000001, 100000002 00000100, 100000002 1,510 4,510

Fazendo o mesmo processo para os resultados:

SA SB 9810  —9310 0000000001100000, 1111111111001011,
SC SD —3210  T4o 11111111111000002 0000000001001010,

entdo, a representacdo do formato Q7.8 pode ser reescrita, colocando-se a virgula em sua posi-

cdo, logo:

SA SB 00000000, 01100000, 11111111,11001011, 0,37510 —0,2079
SC SD 11111111, 111000002 00000000, 010010104 —0,12519 0,289
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A inversdo da matriz exemplo foi efetuada utilizando o ferramenta Matlab (MATHWORKS,

2014), e seu resultado estd representado abaixo.

-1

3,510 2,510 0,375  —0,207y
1,510 4,510 —0,12519 0,289

Logo, pode ser observado que os resultados sdo os mesmos, 0 que comprova o funcionamento

da arquitetura implementada.

5.4 Resumo do Capitulo

Este capitulo apresentou a arquitetura geral do circuito para a inversao de matrizes, base-
ado no método analitico. Os detalhes explicativos dos blocos componentes da arquitetura geral
foram apresentados. Um exemplo de cdlculo para a inversdo de matriz, baseado na arquitetura
proposta, foi comparado com os valores produzidos pela ferramenta Matlab, onde foi possivel
observar a igualdade dos resultados produzidos por ambas as estruturas. O préximo capitulo
apresenta os principais resultados de sintese obtidos dos circuitos divisores e de inversao de

matriz implementados nesta dissertacao.
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6 RESULTADOS OBTIDOS

Este capitulo aborda os principais resultados de sintese obtidos com os divisores propos-
tos e com o circuito de inversdao de matriz. A metodologia para os resultados obtidos também ¢é

apresentada.

6.1 Metodologia de Sintese

O divisor Goldschmidt proposto, em suas diversas versdes, e o original (DESCHAMPS;
SUTTER; CANTO, 2012) foram descritos em VHDL e sintetizados usando uma biblioteca de
células Nangate padrdao de 45nm (1.1 V)(NANGATE, 2016) com a ferramenta Cadence Encoun-
ter RTL Compiler (ENCOUNTER, 2016). O divisor Goldschmidt original foi implementado
tanto com operadores aritméticos da ferramenta como utilizando multiplicadores bindrios RCA
radix 4 da literatura. O divisor Goldschmidt proposto também foi implementado com base nos
mesmos operandos. A Figura 4.3 apresenta a metodologia utilizada para a estimativa de po-
téncia. Em primeiro lugar, uma sintese no Compilador RTL foi realizada para gerar o Verilog
netlist e o arquivo de atraso .SDF (Standard Delay Format). A simulacdo, que gera os estimu-
los .VCD, apresenta um testbench composto por MATLAB (MATHWORKS, 2014) e Cadence

IES, considerando a geracdo de vetores aleatdrios de entrada.

Value Chang_e (power, area,
Text files Dump (VCD) files timing)

RTL
- IES > ’ Compiler ’
Random Inputs

Figura 6.1 — Metodologia de sintese e estimativa de poténcia.
Fonte: (MARQUES et al., )

Design
MATLAB files
(VHDL) l reports
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6.2 Resultados de Sintese para os Circuitos Divisores

Os resultados da sintese, em um comparativo entre o algoritmo Goldschmidt original e
o algoritmo Goldschmidt proposto, ambos implementados com multiplicadores da ferramenta,
sdo apresentados na Tabela 6.1, onde a contagem de portas € calculada com base em NANDs de
2 entradas. O algoritmo Goldschmidt proposto permite o desenvolvimento da arquitetura com
maior nivel de paralelismo. Portanto, a arquitetura Goldschmidt proposta, ocupa mais érea,
16,4 mil portas contra 5,87 mil do circuito Goldschmidt original. Entretanto, considerando as
tecnologias de fabricagdo de circuitos integrados atuais, o principal fator limitante ndo € a 4rea
(embora area tenha influéncia direta no custo de fabricagdo), mas sim a dissipag¢do de poténcia,

consumo de energia e o processamento em tempo real.

Tabela 6.1 — Resultados da Sintese: Area, Frequéncia e Throughput.

Versio Resultados de Area Resultados de Tempo
da Area de Contagem Max. Max. Throughput
Arquitetura Celulas De Portas Freq. @ Freq.Max.
(nm) (kPortas) (MHz) (Mops/s)
Caluksiinitit | R 5.86 124 51 3113
Original
Goldschmidt 53 36
Melhorado 13129 16.4 58.36 +87 '440/
Proposto )

Fonte: O Autor

A Tabela 6.1 também mostra que, na frequéncia alvo maxima, a arquitetura Goldschmidt
proposta é capaz de atingir um rendimento de 87,4% maior, atingindo 58,36 Mop/s (operacdo
por segundo), quando comparada com as 31,13 Mop/s do divisor Goldschmidt original.

A anélise de dissipacdo de poténcia foi realizada com 100000 vetores de entrada alea-
torios gerados e convertidos para ponto fixo usando a ferramenta MATLAB. A frequéncia alvo
para estimativa de poténcia foi calculada para executar um throughput fixo de 10M operagdes
por segundo. A frequéncia para executar esse throughput ¢ 40Mhz para a arquitetura Goldsch-
midt original, que executa uma operacao de divisdo em quatro ciclos de relgio. Por outro lado,
o divisor Goldschmidt proposto realiza uma operagao por ciclo de relégio, e, consequentemente,
alcanca 10Mops/s a 10MHz.

Observando os resultados de dissipacdo de poténcia na Tabela 6.2, nota-se que a ar-
quitetura do divisor Goldschmidt original, quando implementada com multiplicadores Bindrios

RCA radix 4 da literatura, obtém economia na dissipacdo de poténcia de cerca de 19,9% e
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uma reduc¢do de energia/operagdo de 25,9% ao operar em isoperformance, a 10Mops/s, quando
comparada com o divisor Goldschmidt utilizando o operador de multiplicacdo da ferramenta
de sintese. Este resultado refor¢a o impacto positivo do uso do multiplicador na base 4 da li-
teratura, que também permite que o divisor Goldschmidt proposto encontre maiores reducdes
de valores de dissipagdo de poténcia e de energia/operagdo, quando comparado com o divi-
sor Goldschmidt proposto com o uso do multiplicador da ferramenta de sintese. Desta forma,
a combinacao das técnicas propostas, com o uso de um multiplicador eficiente da literatura,
proporcionam os melhores resultados de dissipacdo de poténcia e energia/operacdo ao divisor
Goldschmidt proposto, quando comparado as demais arquiteturas de divisores da Tabela 6.2,
onde foi possivel obter uma reducdo de dissipacdo de poténcia de cerca de 37,9% e uma re-
ducdo de energia/operagdo de 66,0% ao operar em isoperformance, comparado com o divisor
Goldschmidt da literatura. Pode ser observado na Tabela 6.2, que o termo isoperformance esta
se referindo ao fato de que todos os divisores estdo operando para produzir dez milhdes de

divisdes por segundo.

Tabela 6.2 — Resultados de dissipagdo de poténcia e consumo de energia dos divisores implementados

AP Reducio de
Versio Dissipac¢ao de Poténcia ('()El:l;::gi)ade Poté¢ncia
da - Total e de
Arquitetura Leak. Dinamica | Total Lz por Energia
@10Mop/s (mW) (MmW) (mW) Operacao por
(»J) Operacio
Divisor
Goldsemidt | 0,24 230 | 2,54 2299 "
riginal
Ferramenta
Divisor
. 19,9%
Goldscmdt | 0,33 170 | 2,03 170.4
riginal 25 9%
Bin. Radix 4 ’
Divisor
Goldschmidt 32,9%
Melhorado 0,65 1,06 1,70 105,5
Proposto 54,1%
Ferramenta
Divisor
Goldschmidt 37,9%
Melhorado 0,79 0,78 1,57 78,1
Proposto 66,0%
Bin. Radix 4

Fonte: O Autor
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6.3 Resultados de Sintese para os Inversores de Matrizes

Para aumentar o comparativo para as arquiteturas de inversiao de matrizes propostas neste
trabalho de dissertacdo, foi implementado um inversor de matrizes baseado em um algoritmo de
divisdo non-restoring da literatura (DESCHAMPS; SUTTER; CANTO, 2012). Para obter uma
comparagao adequada, foi necessario alterar o divisor da literatura para aceitar valores expan-
didos de entrada e valores em complemento de 2. Os resultados de sintese para os inversores
de matrizes implementados neste trabalho de dissertacdo sdo apresentados na Tabela 6.3. Con-
forme pode ser visto, o inversor de matrizes utilizando divisores Goldschmidt propostos, com
multiplicadores da ferramenta, obtiveram uma redugdo de dissipagcdo de poténcia de cerca de
61,8% e uma reducao de energia/operagdo de 53,6% ao operar em isoperformance, comparado
com o inversor de matrizes baseado em divisores non-restoring da literatura. Por sua vez, o
inversor de matrizes utilizando divisores Goldschmidt propostos, com multiplicadores Bindrios
RCA radix 4, obtiveram uma reducio de dissipacdo de poténcia de cerca de 72,1% e uma redu-
cdo de energia/operacao de 66,7% ao operar em isoperformance, comparado com o inversor de

matrizes baseado em divisores non-restoring da literatura.

Tabela 6.3 — Resultados de dissipagio de poténcia e consumo de energia das arquiteturas de inversdo de
matrizes.

Reduciio de
Versio Dissipacio de Poténcia COE;::;]ade Poténcia
da - Total e de
Arquitetura Leak. | Dinimica Total Energia por Energia
@10Mopl/s (mW) (mW) (MW) Operacio por
(pJ) Operacio
Inversor de
Matrizes 2,91 248.83 309,98 24 .88 N
Non-restoring
Inversor de
Matrizes
Goldschmidt 61,8%
proposto com 2,99 115,36 118,35 11,54
multiplicadores 53.6%
da
Ferramenta
Inversor de
Matrizes
. . 72,1%
lf’l':’]g}f:f“)“c‘;‘g 357 | 8290 | s6.48 8,29
ipli 66,7%
multiplicadores
Radix 4

Fonte: O Autor
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6.4 Resumo do capitulo

Neste capitulo foram apresentados os principais resultados obtidos neste trabalho em
termos de drea, frequéncia maxima, throughput, energia/operacdo e dissipacdo de poténcia,
assim como foram apresentadas as devidas comparacdes entre os diferentes circuitos divisores

e circuito de inversdo de matriz implementados.
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7 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Esta dissertacdo de mestrado apresentou a implementagdo de um circuito para inversao
de uma matriz 2x2, baseado no método analitico. Este tamanho de matriz é adequado para uma
futura implementacdo de um circuito completo de filtragem adaptativa, baseado no algoritmo
de Projecdes Afins (AP). Foi verificado, por uma anélise comparativa de diferentes algoritmos
de inversdo de matrizes, que para este tamanho de matriz, 2x2, o método analitico ¢ o mais
adequado, pois agrega uma reduzida complexidade computacional, em relagdo aos outros algo-
ritmos.

No circuito de inversao de matriz, o operador aritmético de divisdo € o mais complexo
de ser implementado em hardware. Verificou-se que, entre os diversos algoritmos de divisdao
propostos na literatura, o algoritmo de Goldschmidt é o mais utilizado, pois realiza de forma
rapida e eficiente o cdlculo de divisdo. Desta forma, uma das principais contribuicdes dessa
dissertacdo de mestrado esteve voltada a proposta de um novo algoritmo para o divisor Golds-
chmidt, que permite a convergéncia para os resultados desejados em apenas 3 iteracdes, contra
5 iteragdes no algoritmo Goldschmidt original. O algoritmo proposto, além de tornar o divisor
Goldschmidt mais rdpido, também proporciona a operacio de divisao em uma faixa mais am-
pla de valores, baseado no formato Q7.8, onde € possivel a realizagao de operacdes de divisao
na faixa entre -127.99609375 e +127.99609375, contra a faixa reduzida de valores entre 1 e 2
proporcionada pelo circuito Goldschmidt original.

Como o circuito multiplicador € o elemento base no divisor Goldschmidt, logo, menos
iteragdes implicam em menos multiplicacdes, que implicam em menor dissipacdo de poténcia,
como mostraram os resultados obtidos. Os resultados também mostraram a eficiéncia do uso
do circuito multiplicador na base 4 da literatura, onde ambos os divisores Goldschmidt original
e proposto obtiveram menores resultados de dissipacdo de poténcia e energia/operacao, quando
comparados com o uso do multiplicador da ferramenta de sintese em ambos os circuitos diviso-
res. Em relacdo aos circuitos divisores a principal conclusdo € que a combinag¢do do algoritmo
proposto para o aumento do desempenho, com o uso do multiplicador na base 4 da literatura
proporcionaram os melhores resultados de dissipacdo de poténcia e energia por operacao ao
circuito divisor Goldschmidt.

Os circuitos divisores implementados nesta dissertacao foram inseridos no circuito de
inversao de matriz, onde os resultados mostraram a eficiéncia do uso dos divisores propostos,
com a reducdo da dissipacdo de poténcia na inversdo da matriz 2x2 implementada. Esses resul-

tados motivam, como préximo passo, a implementacdo de um circuito completo de filtragem
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adaptativa, baseado no algoritmo de Projecdes Afins, usando o circuito de inversao de matriz e

os circuitos divisores eficientes propostos nessa dissertacdo de mestrado.

7.1 Trabalhos Futuros

Os estudos realizados com as implementacdes de arquiteturas dedicadas dos circuitos
divisores, oportunizaram a submissdo de um artigo cientifico para o evento internacional LAS-
CAS2017 (IEEE Latin American Symposium on Circuits and Systems), com o titulo: Improved
Goldschmidt Algorithm for Fast and Energy-Efficient Fixed-Point Divider.

Diante dos resultados obtidos ao longo desta dissertacdo, com resultados expressivos
obtidos nas exploracdes dos circuitos divisores e circuito para inversao de matriz, abre-se uma
perspectiva de novos trabalhos nesta linha. Desta forma, os novos desafios devem envolver:

- Avaliagdo, andlise de desempenho e de reducdo de poténcia do divisor Goldschmidt
proposto, com a inclusdo de uma aproximacao nos subtratores, onde deve-se simplificar a sub-
tracdo por complemento de 2. Serd testada a robustez do algoritmo utilizando apenas comple-
mento, o que reduz bastante a implementacdo em hardware. Isto reduz a propagacao de carry
ao longo do circuito, bem como reduz atividades de transi¢do, introduzindo apenas um erro de
uma ULP. Em formato Q7.8 isto significa a introdu¢do de um erro de 0,00390625. Este estudo
deve comprovar que o algoritmo € robusto a ponto de compensar o erro introduzido;

- Implementacdo do circuito divisor Goldschmidt de baixa dissipacdo de poténcia, ba-
seado na codificacdo de operandos. Para tal, devera ser utilizada uma codifica¢io diferente da
codificacdo bindria, chamada de codificacdo Hibrida. A ideia da codificacdo Hibrida é dividir
os operandos em grupos de m bits, codificar cada grupo utilizando a codificacdo Gray e utilizar
o comportamento do codigo bindrio para propagar o carry entre os grupos. Desta forma, o nu-
mero de transicdes em cada grupo pode ser minimizado e uma estrutura regular pode ser obtida,
onde os grupos menos significativos do resultado dependem somente dos grupos menos signi-
ficativos dos operadores. Logo, o cédigo Hibrido representa um compromisso entre a minima
dependéncia das entradas de dados apresentada pelo c6digo Bindrio e a caracteristica de baixa
atividade de chaveamento apresentada pelo cddigo Gray (COSTA, 2002). Desta forma, para
sistemas onde a capacitancia chaveada no barramento de dados € significativa, como nos filtros
adaptativos, e onde os dados apresentam um alto grau de correlacdo, a utilizacdo do codigo
Hibrido pode reduzir o consumo de poténcia em até cerca de um ter¢co em relacdo ao cédigo
Bindrio (COSTA, 2002),

- Implementag¢do do circuito completo de filtragem adaptativa, baseado no algoritmo de
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Projecdes Afins. Para tal, deverdo ser utilizados os circuitos divisores e circuito de inversao de

matriz, propostos nessa dissertacdo de mestrado.
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