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RESUMO

Nalogica fuzzy, as proposi¢des fuzzy valoradas intervalarmente podem ser combi-
nadas utilizando-se diferentes operadores de agregacao (t-normas intervalares, t-conormas
intervalares) e o complemento intervalar, gerando novos operadores de implicacdes inter-
valares. Na extensdo intervalar dos conjuntos fuzzy, as implica¢des fuzzy intervalares t€ém
um papel fundamental fornecendo a fundamentagao para o desenvolvimento das regras de
inferéncias em sistemas especialistas baseados na logica fuzzy intervalar. Para a andlise
de propriedades algébricas, a maioria dos operadores de implicagdes fuzzy e suas cor-
respondentes extensoes intervalares, estdo baseados em duas formas de representacao: (i)
explicita, definida em termos dos operadores de agregacdo, como verificam-se nas classes
de S-implica¢des, QL-implica¢des e D-implicacdes; ou, ainda (ii) implicita, como as R-
implicacdes. No entanto, algumas operacdes de implicacdo fuzzy frequentemente aplica-
das em sistemas especialistas ndo se enquadram em uma destas formas de representagao.
Esta nova classe de implicacao € referenciada como A-implicagdes, onde as relagdes com
os operadores de agregacdo sao definidas a partir de uma axiomatiza¢do baseada em pro-
priedades algébricas. Portanto, para descrever a extensdo intervalar destes operadores,
neste trabalho estuda-se a axiomatizacao das implicacdes de Yager e da Gj,-implicacao.

Com base em tal estudo, este trabalho introduz a representacao canodnica interva-
lar das implicagdes de Yager e G,-implicacdo. Além disso, inclui uma andlise da agdo
de automorfismos intervalares sobre estas classes de A-implica¢des valoradas intervalar-
mente relacionando as propriedades algébricas que sao verificadas por estas construcdes
intervalares.

Palavras-chave: Logica Fuzzy, Implicagdo Fuzzy, Implicacio Fuzzy Intervalar, A-
Implicacdo Fuzzy.



TITLE: “ A-FUZZY IMPLICATIONS VALUED INTERVALARMENTE”

ABSTRACT

In fuzzy logic, the interval valued fuzzy propositions can be combined using dif-
ferent aggregations (interval t-norms, interval t-conorms) and interval negations, generat-
ing new interval implications. The interval extension of fuzzy sets plays a crucial role in
providing the foundation for the development of inference rules in expert systems based
on interval valued fuzzy logic. Most fuzzy implication operators and their corresponding
interval extensions are based on two types of representations: (i) the explicit represen-
tations defined in terms of aggregation operators,such as the classes of S-implications,
QL-implications and D-implications; and (i7) implicit representations, considering forin-
stance R-implications. However, some fuzzy implication operations often applied in ex-
pert systems can not be classified in one of these two representations. In this new class of
implications, referred to as A-implications, the relations with the aggregation operators
are axiomatically defined based on algebraic properties. Therefore, to describe an inter-
val extension of these operators, this study focuses on Yager’s implications, G, funtions
and related properties of interval valued fuzzy implications, which can not be naturally
represented explicitly or implicitly.

Based on such study, this work introduces the canonical interval representation
of the Yager’s implications and G, implication. In addition, it includes an analysis of
the action of interval automorphisms on the class of interval valued A-implications and
related algebraic properties which are verified by this interval constructions.

Keywords: Fuzzy Logic, Fuzzy Implication, Interval Fuzzy Implication, A-Fuzzy Impli-
cation.
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1 INTRODUCAO

Na l6gica cléssica, o raciocinio 16gico bivalente esta baseado em premissas e con-
clusdes, onde determinada afirmacgao € falsa ou verdadeira, ndo podendo ser ao mesmo
tempo parcialmente verdadeira e parcialmente falsa, isto € descrito pelo principio do meio
excluido (DUBOIS; PRADE, 1996). Entretanto, os sistemas do mundo real nem sempre
sdo bivalentes, nem sempre estdo constituidos por fatos absolutamente verdadeiros ou
falsos, justificando-se a necessidade de 16gicas multivalentes para tratar e representar in-
certezas (ROSS, 1995; SILER; BUCKLEY, 2004; CARLSSON; FULLER, 2002).

A l6gica fuzzy surge num contexto onde os recursos tecnologicos disponiveis sao,
muitas vezes, incapazes de automatizar as atividades relacionadas a problemas de natu-
reza real que correspondem as situacdes ambiguas. Uma das importantes vantagens do
uso da légica fuzzy em sistemas dedutiveis € a possibilidade de gerar uma saida 16gica a
partir de um conjunto de entradas com informacdes vagas, ambiguas e imprecisas. Neste
aspecto, os sistemas fuzzy auxiliam para que as decisdes tomadas pela maquina se apro-
ximem cada vez mais das decisdes humanas (FODOR; ROUBENS, 1994; HAJEK, 1998;
ROSS, 1995).

Fundamentada na Teoria de Conjuntos Fuzzy, esta 1dgica faz uso de varidveis
linguisticas, as quais sdo interpretadas como nimeros fuzzy e manipuladas pela sua
aritmética, permitindo representar valores de pertinéncia intermedidrios entre os valo-
res de verdadeiro (1) e falso (0) da l6gica bindria. A Légica Fuzzy fundamenta a geracao
de técnicas para a solugdo de problemas com aplicabilidade, especialmente nas areas de
controle e tomada de decisao (GRIGOLETTI et al., 2006; ESCARDG, 1996). Assim, os
operadores fuzzy foram definidos a semelhanca dos tradicionalmente utilizados na légica
classica, e embora freqlientemente introduzidos por necessidades de cardter eminente-
mente prético, tem-se consolidado como uma drea de pesquisa formal, incluindo anélise
de propriedades e extensoes.

As normas triangulares (t-normas) e conormas triangulares (t-conormas) consti-
tuem uma ferramenta indispensavel para a interpretacdo da conjungio e disjungdo em
l6gica fuzzy (HAJEK, 1998), contribuindo junto com outras fungdes de agregacdo e a
negacao fuzzy, na definicdo das implicagdes fuzzy (BEDREGAL; DIMURO; REISER,
2009; BEDREGAL et al., 2007a; BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009a). Estas
operacoes bindrias, definidas sobre o intervalo unitario fechado [0,1] de nimeros reais, de-
sempenham um papel importante em sistemas fuzzy aplicados em estatisticas (DIMURO;
COSTA, 2006), bem como nas teorias de medidas (KLEMENT; MESIAR; PAP, 1999)
e na modelagem de jogos cooperativos (BUTINARIU; E.P., 1993), entre tantas outras
areas.
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Por outro lado, a matematica intervalar vem sendo empregada no tratamento da
incerteza dos resultados aproximados em algoritmos numéricos da computagao cientifica
(ACIOLY, 1991), onde os valores incertos sdo armazenados através de intervalos, cujos
extremos sao pontos flutuantes (HU et al., 2008; FODOR; ROUBENS, 1994). O uso de
técnicas intervalares viabiliza a elaboracdo de algoritmos autovaliddveis, com controle
automatico para o limite dos erros inerentes aos processos numéricos quando do trata-
mento da precisdo em sistemas computacionais, proporcionando maior confiabilidade em
relacdo a critérios como tempo de execuc¢iao, memoria, arredondamentos e truncamentos
(GRIGOLETTT et al., 2006; ALEFELD; FROMMER; LANG, 1996; ALEFELD; HERZ-
BERGER, 1983).

Na integracao destas duas teorias, busca-se uma modelagem matemadtica que trate
ambos os contextos, a incerteza da informacdo e a precis@o dos dados computados. Por-
tanto, faz-se uso de subintervalos do intervalo unitério [0, 1] para atribuir valores verda-
des as proposi¢cdes fuzzy referentes a uma determinada propriedade de um sistema. Esta
extensao da logica fuzzy é conhecida como légica fuzzy valorada intervalarmente ou sim-
plesmente 16gica fuzzy intervalar. Por conseguinte, segue-se a teoria axioméatica proposta
por (BEDREGAL et al., 2007b), a qual estd focada na fundamentagcdo para extensoes
intervalares dos operadores da logica fuzzy, capaz de preservar as propriedades logicas
dos operadores classicos e permitir definicOes obtidas de forma candonica (BEDREGAL,
2007; BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009a; BACZYNSK; JAYARAM, 2009).

Considerando esta abordagem, nesta dissertacdo considera-se a fronteira entre
duas teorias, a logica fuzzy e a matematica intervalar, ambas focadas no estudo de
solucdes para tratamento de incerteza. Neste contexto, este trabalho busca contribuir
para obter as generalizacdes com foco nas implicagdes fuzzy intervalares, considerando
a andlise das propriedades analiticas, incluindo as importantes classes referenciadas na
literatura e nas aplicacdes, e seguindo a abordagem proposta em (BEDREGAL; TA-
KAHASHI, 2006a; BEDREGAL et al., 2007a), que considera a representacao candnica
intervalar.

Mais especificamente, este trabalho estuda a versdo intervalar para as implicacoes
fuzzy que ndo podem ser naturalmente representadas, seja na forma explicita, seja na
forma implicita, em termos de agregadores e/ou negacao.

1.1 Tema e Principais Motivacoes

O tema deste trabalho se refere ao estudo das A-implicagdes fuzzy, considerando
a andlise das propriedades l6gicas. Este estudo inclui importantes classes de implicacdes
fuzzy referenciadas na literatura e nas aplicagdes, e seguindo a abordagem proposta em
(BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a) que considera a representacdo canOnica intervalar.

A partir deste estudo, busca-se definir a extensdo intervalar para a classe das A-
implicacdes fuzzy . As extensdes dos casos pontuais e das propriedades verificadas por
estes casos podem contribuir na generalizagdo de sistemas especialistas, ou possiveis
aplicacoes.

Virios trabalhos tem sido propostos, provendo fundamentos para sistemas especi-
alistas baseados em ldgica fuzzy. Entretanto, as classes das implicacdes mais frequente-
mente estudadas sao aquelas que podem ser representadas de forma explicita ou implicita
(TURSKEN; KREINIVICH; YAGER, 1998).

A representagdo explicita em termos de t-normas (T), t-conormas (S) e negacao
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fuzzy (N) é considerada no estudo, por exemplo, nas classes de:

e S-implicagdes: Is(x,y) = S(N(x),y), Y x,y € [0, 1], neste caso generalizando a
condicional da légica classica =-p V g = p — g (RUIZ-AGUILERA; TORRENS,
2009);

e QL-implicagdes: Iy, (x,y) = S(N(x),T(x,y)), Y x,y € [0, 1], neste caso generali-
zando a condicional da légica cldssica —p V (p A gq) = p — q (FODOR, 1991);

e D-implicagdes: Ip(x,y) = S(T(N(x), N(¥)),y), ¥ x,y € [0, 1], neste caso genera-
lizando a condicional da logica classica (—p A =q) V g = p — g (BACZYNSKI;
JAYARAM, 2008a),.

Como exemplo de representacdo implicita, tem-se as
e R-implicacdes: Ix(x,y) = sup{z € [0,1]|T(x,z2) < y}, (BEDREGAL et al., 2007).

Entretanto, varias implicacdes ndo possuem representacao explicita nem implicita. Este
trabalho concentra-se no estudo das funcoes:

e Implicacdo de Yager: I(x,y) = y*, (YAGER, 2004a).

e Implicacdo G,:Gy(x,y) = (1 — sg(x —y)) - max(1 — max(x, y), y), sendo sg a funcao
sinal (HATZIMICHAILIDIS; KABURLASOS; B. K. PAPADOPOULOS, 2006).

Neste contexto, justifica-se este trabalho no sentido de avaliar uma construcao
axiomadtica mais abrangente para a defini¢do de novas classes de implicac¢des fuzzy, cuja
representacdo nao estd definida na forma explicita nem implicita. Assim, os resultados ob-
tidos com esta axiomatizacao podem ser aplicadas para andlise da classe das implicacdes
de Yager valoradas intervalarmente e da versao intervalar para as funcdes Gy,.

Na sequéncia, como principais motivacdes para o desenvolvimento deste trabalho,
destacam-se:

e Importancia de incentivar o estudo da légica fuzzy intervalar para a sua aplicagao
em sistemas fuzzy;

e Relevancia em aproximar a drea de fundamenta¢do da matemdtica intervalar com
a logica fuzzy de forma a promover uma visdo integrada, viabilizando melhoria na
compreensao dos fundamentos da légica fuzzy intervalar;

e Necessidade de aprofundar o estudo sobre a representacao de implicacoes fuzzy e
suas extensoes intervalares, mas restritas a representacao canonica intervalares.

e Necessidade de consolidar a interagdo entre os grupos de pesquisa Grupo de Ma-
temdtica e Fundamentos da Computagao (GMFC/UCPel) e Grupo de Légica, Lin-
guagem, Informacao, Teoria e Aplicagdes (LoLITA/UFRN) no desenvolvimento de
novas perspectivas de pesquisa na drea de l6gica fuzzy intervalar.

A motivagdo para o desenvolvimento deste Projeto pode ser creditada ao desejo de investir
a realizac@o destas propostas ou de contribuir no sentido de que se tornem mais claras e
precisas.
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1.2 Justificativa

A bivaléncia estd profundamente enraizada no modo de pensar, ou seja, algo é
verdadeiro ou ndo-verdadeiro, branco ou preto, um ou zero. Nao hd nada entre ambas, o
meio € excluido. Por exemplo, alguém € feio ou bonito. Mas, € comum ouvir a expressao
“E bonitinha” (significando que é um pouco bonita).

H4 um consideravel descompasso entre o mundo real e a nossa visdo bivalente do
mesmo, a comecar pelo fato que o mundo real contém um nimero infinito de sombrea-
mento e graus de cinza entre as cores preta e branca. Um outro exemplo tipico ocorre
em diagndsticos médicos: o profissional costuma contabilizar em sua mente um nimero
enorme de fatores diferentes, e até contraditorios, para se descrever a doenga do paciente
(SILER; BUCKLEY, 2004). No mundo real, tem-se um nimero infinito de op¢des em
vez de duas. Ou seja, o mundo real € analégico, ndo digital, com muitos tons de cinza
entre branco e preto. Portanto, o objetivo da l6gica fuzzy € o de capturar esses tons de
cinza e graus de verdade.

Por outro lado, os computadores clédssicos estdo baseados na bivaléncia: 0 e 1.
Tais computadores ndo conseguem entender os termos fuzzy da comunica¢do humana. A
l6gica fuzzy pode preencher esse vazio e traduzir os graus de verdade das informacdes de
uma maneira que os computadores possam processar tal informacdo. Ao pensar, racioci-
nar as pessoas utilizam a implicacdo 16gica, que consiste na formulacao de uma conexdo
entre causa e efeito, ou uma condicao e sua consequéncia.

Implicagdes 16gicas modelam muitos sistemas especialistas aplicados em vérias
situagdes, por exemplo, ao se operar uma maquina, ao se resolver problemas matematicos,
programar um computador, seguir um procedimento em um manual de instrugdes, ou
até tomar uma decisdo de qual produto comprar. Nesses casos, segue-se consciente ou
inconscientemente certas regras de inferéncias, da forma a seguir. Sejam A,B conjuntos:

ry : se condicdo A entdo consequéncia B (1.1)

Analogamente, na ldgica fuzzy tem-se o raciocinio com nimeros fuzzy e conjuntos fuzzy,
e as dedugdes podem ser consideradas como regras préticas, como na seguinte situacao
(SIMOES; SHAW, 2007):

SE o transito estd INTENSO na Avenida X ENTAO mantenha o sinal verde por
MAIS TEMPO, onde os termos INTENSO E MAIS TEMPO representam conjuntos
fuzzy. Neste caso, INTENSO € uma fun¢do que determina o grau de densidade do transito
e MAIS TEMPO € uma funcio que determina o grau de duracdo do tempo de operacao
do sinal. O fato de se implantar “inteligéncia” no controlador de seméfaro consiste entao
em associar esses termos fuzzy através de uma inferéncia fuzzy, expressa por regras fuzzy
que estendem a regra r; dada na Eq.1.1, as quais podem ser obtidas por implicacdes fuzzy.

Tem-se entdo a estrutura de regra condicional fuzzy, onde U = [0,1] e X, Y sdo
conjuntos nao-vazios (finitos):

ry : se X estd em A entdo y esti em B (1.2)

sendo A e B conjuntos fuzzy, os quais sao definidos por pares, dados pelo elemento e seu

correspondente grau de pertinéncia: A = {(x, ua(x)) | x € X} e B ={(y,up(y)) | y € Y}.
Neste contexto, tem-se que py : X — Ue up : Y — U s@o as funcdes de per-

tinéncia, dos conjuntos A e B, respectivamente. Entretanto, se na modelagem de um
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controlador de transito s@o considerados mais de um especialista, pode-se considerar dife-
rentes graus de pertinéncias para a mesma varidvel. Neste caso, tem-se uma representacao
baseada em conjuntos fuzzy valorados intervalarmente, e as regras de inferéncia podem
ser obtidas a partir das implicacdes fuzzy intervalares.

Seja U o conjunto de todos os intervalos de nimeros reais contido no intervalo
unitario U. Considerando p4 o grau de pertinéncia intervalar de um elemento x em um
conjunto A C U, e ug de um elemento y em um conjunto B C U, tem-se a extensdao
intervalar de regra fuzzy r, na Eq. 1.2:

r3 : se ua(x) € A entdo ug(y) € B (1.3)

Neste caso, A e B sdo conjuntos fuzzy valorados intervalarmente, os quais sao definidos
por pares, contendo o elemento x e seu correspondente grau de pertinéncia pa(x) e pg(x)
intervalar: A = {(x,ua(x)) | x e X} e B ={(y,us(y)) | y € Y}.

Dada a relevancia das implicagdes fuzzy valoradas intervalarmente em sistemas
de inferéncia de sistemas especialistas, justifica-se o estudo proposto neste trabalho, o
qual pode ser creditado ao desejo de:

e estudar as principais classes de implicagoes fuzzy;

e investigar quais as classes de implica¢do que ndo podem ser explicitas ou implici-
tamente representadas;

e colaborar na proposta de uma axiomatizacdo para estas implicagdes tornado esta
classificagdo mais precisa e objetiva.

Para tal, busca-se avaliar os axiomas que definem a classe de A-implicacdes fuzzy
e estender os resultados obtidos para representacido das implicagdes de Yager valoradas
intervalarmente.

A organizacdo para este estudo estd feita de forma que sejam contemplados os
objetivos previstos na se¢do seguinte, incluindo um estudo das principais classes de
implicacdes fuzzy com énfase na classe das implicacdes de Yager.

1.3 Questoes de Pesquisa e Objetivos

Este trabalho busca contribuir no sentido de tornar mais claras estas questdes e
colaborar no sentido de propor respostas vidveis. Para tal apresentam-se, logo a seguir, os
objetivos do desenvolvimento desta dissertacao.

O desenvolvimento deste trabalho procura responder aos seguintes questionamen-
tos, constituindo relevantes temas de pesquisa da drea de computacao fuzzy:

e Como aproximar a area de fundamentagdo da matematica intervalar com a logica
fuzzy? Esta aproximagdo deverd promover uma visdo integrada, viabilizando
solu¢des oportunas e melhoria na compreensao dos fundamentos da 16gica fuzzy
intervalar.

e Como incentivar o estudo da légica fuzzy intervalar no sentido restrito, chamando
a atencdo para o estudo das implicagdes fuzzy valoradas intervalarmente e a sua
aplicacao em sistemas fuzzy?
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e Como contribuir com a representacdo da classe de A- implicacdo fuzzy (intervalar)
a partir do estudo de suas propriedades algébricas mais relevantes para modelagem
de sistemas fuzzy?

O objetivo principal deste trabalho é abordar a pesquisa em l6gica fuzzy intervalar
visando contribuir para o estudo das implicacdes fuzzy intervalares, no sentido da anélise
e extensdo intervalar de suas principais propriedades para o desenvolvimento tedrico e
fundamentagdo de aplicagdes mais relevantes.

Mais especificamente, busca-se:

e Revisar os fundamentos da légica fuzzy e da matemadtica intervalar.
e Caracterizar o estado da arte da l6gica fuzzy intervalar.

e Estudar os principais operadores fuzzy, incluindo as correspondentes extensoes in-
tervalares.

e Analisar as propriedades, diferentes tipos de implicacdes fuzzy e as representacoes
baseadas em operadores de agregacdo, incluindo as correspondentes extensoes in-
tervalares.

e Introduzir uma axiomatizacao para definicdo de implicacdes fuzzy intervalares in-
dependentemente de representacao explicita ou implicita.

e Introduzir duas classes de A-implicag¢des valoradas intervalarmente: Iy e Gy,.

e Consolidar a participa¢cdo no Grupo de Matemaética e Fundamentos da Computacao
(GMEFC).

1.4 Metodologia

A metodologia utilizada neste trabalho foi o levantamento bibliografico dos fun-
damentos da légica fuzzy intervalar visando um estudo introdutério das principais classes
de implicacoes fuzzy (S-implicagdes, R-implicagdes, QL-implicacdes,D-implicacdes e
A-implicacdes) e as correspondentes representacoes intervalares.

Esta metodologia considera o desenvolvimento de atividades que envolvem:

e Revisdo bibliogrifica da matemadtica intervalar, fundamentagdo para computagdo e
identificacdo das aplicagdes cientificas.

e Estudo dos fundamentos da 16gica fuzzy, aplicacdes de sistemas fuzzy e estudo de
casos de aplicacdo de sistemas fuzzy;

e Identificagdo e andlise dos principais implicagdes fuzzy, principais propriedades,
classificacdo e as correspondentes aplicacoes;

e Estudo da axiomatizacdo para definicdo de A-implicacdes fuzzy .

e Estudo da logica fuzzy valorada intervalarmente, baseada na representacao
canodnica de funcdes intervalares, de acordo com o trabalho de pesquisa do grupo
de pesquisa GMFC;
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e Estudo e andlise da representacdo candnica das principais implicacdes fuzzy valo-
radas intervalarmente,

e Introducdo da axiomatizacdo para definicdo de A-implicagdes fuzzy valoradas in-
tervalarmente;

e Avaliacdo dos resultados obtidos, construgdo do texto final e publicacdo dos resul-
tados.

Salienta-se ainda que as atividades de revisdo bibliogréfica e estudo compreen-
dem:

(i) estudo individual de vdrias referéncias bibliograficas;

(i) apresentacdo de semindrios e exposicdo oral sobre o assunto, incluindo discussdo no
grupo de pesquisa, com periodicidade semanal;

(iii) elaboracdo de um texto detalhado para consulta do grupo de pesquisa. De forma
andloga, a atividade de avaliacdo compreende elaboracdo de texto final e defini¢ao
da continuidade deste estudo a partir da revisdo das atividades propostas de acordo
com a avaliacdo dos resultados obtidos.

1.5 Organizacao do Texto

A apresentacgdo deste texto estd organizada em 8 capitulos, brevemente resumidos
logo a seguir.

O Capitulo 1 descreve a corrente introducao, onde estdo registrados a motivacao,
o tema, a justificativa, os objetivos e a metodologia para o trabalho descrito neste texto.

No Capitulo 2, descreve-se sobre os fundamentos da légica fuzzy e de conjunto
fuzzy, fazendo uma disting@o entre a logica cldssica e a 16gica fuzzy. Ainda considera-se,
um resumo sobre Matematica Intervalar e das principais operagdes intervalares. Discorre-
se também, sobre a representacdo intervalar de func¢des reais e sua importancia para a
16gica fuzzy intervalar.

No Capitulo 3, discorre-se sobre as funcdes de agregacdo da logica fuzzy , mais es-
pecificamente, as normas triangulares e as conormas triangulares, incluindo as negacoes
fuzzy. Ainda, sdo estudados a dualidade entre t-norma e t-conorma e automorfismos
atuando sobre t-normas e t-conormas, mostrando que estes operadores preservam pro-
priedades importantes destas func¢des de agregacio e de negacao.

No Capitulo 4 considera-se o estudo das implicagdes fuzzy, suas propriedades
e mais precisamente, caracterizagdes de algumas classes de implicacdes fuzzy, principal-
mente, na andlise de propriedades algébricas de quatro importantes classes de implicacdes
fuzzy: S-implicagdes, R-implicacdes, QL-implicagdes e D-implicacdes. Estuda-se ainda,
automorfismos atuando sobre as principais classes de implicagdes fuzzy.

O Capitulo 5, apresenta uma axiomatizagdo de implicacdes fuzzy que ndo podem
ser naturalmente representadadas na forma explicita ou na forma implicita, que sdo con-
sideradas na literatura como A-implicacdes. Entre estas implicagdes, discorre-se sobre as
implicacdes de Yager e as subclasses das G,-Implicacdes fuzzy.

No Capitulo 6 sdao estudados os agregadores (normas triangulares intervalares
e conormas triangulares intervalares) e negacOes fuzzy intervalares. Estuda-se sobre
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constru¢do candnica de um automorfismo intervalar, melhor representacdo de um auto-
morfismo intervalar e automorfismos agindo sobre negacdes fuzzy intervalares e sobre
normas triangulares intervalares.

O Capitulo 7 aborda sobre as implicagdes fuzzy intervalares, suas propriedades e
mais precisamente , caracterizagoes de algumas classes de implicacdes fuzzy valoradas
intervalarmente e, sobre a acdo de automorfismos sobre estas classes de implicacoes fuzzy
intervalares.

O Capitulo 8 introduz as implicacdes de Yager valoradas intervalarmente e a
versao intervalar da G, implicacdo. Também sdo apresentadas as fungdes intervalares
das ®-conjugadas destas duas classe de A-implicacgoes.

No Capitulo 9 sdo destacados os principais topicos explorados no texto e apre-
sentadas as conclusdes obtidas. As conclusdes gerais, acrescentam-se ainda as principais
contribui¢des, as publicacdes dos resultados e a continuidade do trabalho em projetos
futuros.
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2 LOGICA FUZZY VALORADA INTERVA-
LARMENTE

A légica fuzzy € uma ferramenta matemdtica que permite operar com situacoes
onde as fronteiras entre o verdadeiro ou falso sdo incertos. Tem relevante utilidade com-
putacional, pois a légica fuzzy fornece condi¢cdes de traduzir informacdes vagas, difusas
em valores numéricos, possibilitando a inclusio da experiéncia humana em controle com-
putadorizado, tornando possivel decisdes em problemas complexos.

Este capitulo apresenta uma fundamentacgao tedrica dos conceitos de 16gica fuzzy e
de conjunto fuzzy, fazendo uma distingdo entre 16gica fuzzy e 16gica classica. E analisado
também, um sistema de regras fuzzy, através de um estudo de caso.

2.1 Loégica classica

Por que a Logica cldssica ndo € suficiente para modelagem de sistemas reais?
Certamente porque ndo consegue modelar a incerteza. A Logica Classica, ciéncia fundada
por Aristételes, lida com verdadeiro ou falso. Uma proposi¢ao pode ser verdadeira ou
falsa, mas em diferentes ocasides. Se € verdadeira, possui um valor verdade igual a 1. Se
nao, possui um valor verdade igual a zero. Proposi¢des podem ser combinadas para gerar
outras proposic¢oes, através, por exemplo, de operadores 16gicos. Quando se diz que uma
proposicao € verdadeira ou falsa, estd se fazendo uma declaragdo com certeza. Estas sdo
chamadas declaracoes “crisp”.

Por outro lado, existem declaragdes para as quais se tem apenas um certo grau
de certeza. A modelagem deste tipo de situacdo por sistemas especialistas pode ser ob-
tida pela aplicacao da Logica Fuzzy. A abordagem fuzzy trata com proposi¢cdes que sao
valoradas como verdadeiras a partir de um certo grau de certeza - algo entre O e 1.

Incorporando o conceito de grau de verdade, a teoria dos conjuntos fuzzy estende
a teoria dos conjuntos tradicionais.

Os conjuntos sdo entdo classificados qualitativamente (exemplos: morno, pe-
queno, perto, ativo, quase, alto, parcialmente). Os elementos destes conjuntos sdo classi-
ficados segundo o grau de pertinéncia. Por exemplo, a velocidade de um carro a 80 km/h
e a 150k/h, pertencem ao mesmo conjunto, mas com diferentes graus de pertinéncia.

Uma das caracteristicas da Logica Classica € o axioma do Terceiro Excluido, isto
€, ndo existe alternativa para um valor verdade além de verdadeiro ou falso. Ao lidar
com problemas reais, no entanto, verifica-se que o conhecimento disponivel nao € nem
absolutamente verdadeiro nem absolutamente falso, podendo ser, indeterminados, confu-
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sos, verdadeiros em geral ou ainda, falsos com uma certa probabilidade. Para estender
a Logica Classica de maneira a permitir o tratamento deste tipo de conhecimento, € ne-
cessdrio alterar o conjunto de valores, e neste caso, ndo mais restrito a verdadeiro ou falso.
A Légica Fuzzy constitui-se num dos formalismos propostos para alterar este conjunto de
valores.

Na logica cldssica proposicional, lida-se com proposicdes, que podem ser verda-
deiras ou falsas. As combinacdes de proposi¢des p e g, para formar novas proposi¢oes,
sdo derivadas a partir de operagdes ldgicas basicas. A partir de proposi¢des dadas podem
se construidas outras proposicoes pelo uso dos conectivos (CASTRUCCI, 1984),(FILHO,
1986):

(i) Conjuncdo: p A g (determina a verdade quando as proposi¢des p € q sdo ambas
verdadeiras e a falsidade nos demais casos);

(i1) Disjun¢ao: pV g (estabelece a verdade quando ao menos uma das proposicdes p ou
q € verdadeira e a falsidade quando ambas as proposi¢des sao falsas);

(iii)) Negacdo: —p (a negacdo literalmente, nega a proposi¢do que tem como argu-
mento, “€ falso que” ou “ndo e verdade que” sdo expressoes semanticas destes
conectivos, onde =0 =1 e =1 =0);

(iv) Implicagdo: p — ¢ (determina a falsidade apenas quando o antecedente p for
verdadeiro e o consequente q for falso);

(v) Bicondicional: p < ¢ (determina a verdade quando ambas as proposicdes sao ver-
dadeiras ou ambas sao falsas).

Na légica proposicional, proposi¢cdes nao relacionadas entre si podem ser combi-
nadas para formar uma implicacdo, e ndo se considera nenhuma relacio de causalidade,
tao presente no mundo real, conforme descreve a Tabela 2.1

Tabela 2.1: Tabelas verdade para as operacdes fundamentais da 16gica

Plqg|PANg |\ PVG|P—4|Pc>q | ~PD
1)1 1 1 1 1 0
110 0 1 0 0 0
01 0 1 1 0 1
00 0 0 1 1 1

2.2 Logica Fuzzy

As primeiras nogoes da logica dos conceitos “vagos” foi desenvolvida por um
16gico polonés Jan Lukasiewicz (1878-1956) em 1920 que introduziu conjuntos com
graus de pertinéncia no conjunto {0, %, 1} e, mais tarde, expandiu para um ndmero infi-
nito de valores entre [0, 1].

A primeira publicagdo sobre l6gica fuzzy data de 1965, quando recebeu este nome.
Seu autor foi Lotfi Asker Zadeh, professor em Berkeley, Universidade da California (ZA-
DEH, 1965),(ZADEH, 1994). Zadeh introduziu a l6gica fuzzy combinando os conceitos
da l6gica classica e os conjuntos de Lukasiewicz, definindo os graus de pertinéncia.
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A légica fuzzy é multivalente, isto €, reconhece varios valores, assegurando que a
verdade é uma questao de ponto de vista ou de graduacao, definindo o grau de veracidade
em um intervalo numérico [0,1].

A logica fuzzy prové uma forma de gerenciamento de incertezas, através da ex-
pressdo de termos com um grau de certeza. Num intervalo numérico [0,1], a certeza
absoluta € representada pelo valor 1 e a falsidade, por 0.

Expressoes verbais, imprecisas, qualitativas, inerentes da comunica¢do humana,
que possuem varios graus de incerteza, sdo perfeitamente manusedveis através da logica
fuzzy. No raciocinio humano, consistindo de implicacdes ldgicas, ou também chamado
por inferéncia logica, a entrada ou condicio e a saida ou conseqiiéncia, sdo associados
por regras de raciocinio, com graus de verdade no intervalo [0,1]. Desta forma a l6gica
fuzzy pode, sistematicamente, traduzir os termos da comunicacdo humana (linguisticas)
em valores fuzzy compreensiveis por sistemas especialistas (SIMOES; SHAW, 2007).

2.2.1 Conjuntos Fuzzy

A Logica Fuzzy estd baseada na Teoria dos Conjuntos Fuzzy (CHEN; PHAM,
2001). Com a incorporacao do conceito de grau de verdade, a teoria dos Conjuntos Fuzzy
estende a Teoria dos Conjuntos. Os conjuntos sdo rotulados qualitativamente (usando
termos linguisticos, tais como: alto, morno, ativo, pequeno, perto, etc.) e os elementos
deste conjuntos sdo caracterizados variando o grau de pertinéncia (valor que indica o grau
em que um elemento pertence a um conjunto). Por exemplo, um homem de 1,80 metro
e um homem de 1,75 metro sao membros do conjunto “alto”, embora o homem de 1,80
metro tenha um grau de pertinéncia maior neste conjunto.

Um conjunto fuzzy € definido, matematicamente, por meio da atribui¢cdo de um
valor que representa o grau de pertinéncia ao conjunto de cada individuo no universo.

2.2.1.1 Funcoes de Pertinéncia

Formalmente um conjunto fuzzy A é caracterizado por uma fungao de pertinéncia
ua U — [0,1], a qual associa a cada elemento de um universo U, um nimero real
no intervalo unitario[0, 1]. O valor de ps(x) em U representa o grau de pertinéncia de
x em A (ZADEH, 2008). Um conjunto fuzzy representa uma colecdo de objetos com
valores associados entre 0 (exclusdo total) e 1 (pertinéncia total). Neste contexto, os
valores associados expressam o grau com o qual cada elemento € compativel com as
propriedades que sdo definidas para o conjunto. O conjunto fuzzy A € representado por
um conjunto de pares ordenados: A = {(x,ua(x)) | x € X}

Logo, dado um universo U e um elemento particular x € U, a fun¢do de pertinéncia
U4 estende a fungdo caracteristica C4 em relacdo ao conjunto A C U, definida por:

1, sexeA
Ha(x) —{ 0. sex¢A: (2.1)

Se pa(x) = 0, entdo x estd no complemento de A, x € A=X-A.

Um determinado elemento pode pertencer a mais de um conjunto fuzzy, com dife-
rentes graus de pertinéncia. O conjunto suporte de um conjunto fuzzy A é o subconjunto
dos pontos x em U tal que p4(x) > 0.
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2.2.1.2 Caracterizacao

A caracteristica especial da Logica Fuzzy (também referida como l6gica nebulosa
ou légica difusa) € a de representar uma forma inovadora de manuseio de informacdes im-
precisas, de forma muito distinta da teoria de probabilidades (SIMOES; SHAW, 2007). A
16gica fuzzy prové um método de traduzir expressoes verbais, vagas, imprecisas e qualita-
tivas, comuns na comunica¢cdo humana em valores numéricos. Isso abre as portas para se
converter a experiéncia humana em uma forma compreensivel pelos sistemas especialistas
sendo extensivel aos sistemas computacionais (ZADEH, 1975; CARLSSON; FULLER,
2002).

Assim, a tecnologia favorecida pelo enfoque fuzzy tem um imenso valor pratico,
na qual se torna possivel a inclusao da experiéncia de operadores humanos em controla-
dores computadorizados, possibilitando estratégias de tomadas de decis@ao em problemas
complexos. A logica fuzzy caracteriza-se por:

e possuir varios modificadores de predicado: muito, mais ou menos, pouco, bastante,
médio;

e possuir também um amplo conjunto de quantificadores: poucos, varios, em torno
de, usualmente;

e fazer uso das probabilidades linguisticas: provdvel, improvavel, expressoes que sao
interpretadas como numeros fuzzy e manipuladas pela sua aritmética.

e manusear todos os valores entre 0 e 1, tomando estes, como um limite apenas.

A légica fuzzy € multivalorada e estende os conceitos da ldgica tradicional para
os numero reais, constituindo numa poderosa ferramenta para tratar palavras ao invés de
numeros.

2.2.1.3 Aplicacoes da Logica Fuzzy

A l6gica fuzzy tem fundamentado novas técnicas para aproximar a decisao com-
putacional da decisdo real. Isto é feito de forma que a decisdo de uma maquina ndo se
resuma apenas a um sim ou um nao, mas também tenha decisdes abstratas, do tipo um
pouco mais, talvez sim, e outras tantas varidveis que representem as decisdes humanas
(BOJADZIEV; BOJADZIEV, 1995).

Entre 1970 e 1980 as aplicacdes da logica fuzzy aconteceram com maior im-
portancia na Europa e ap6s 1980, o Japao iniciou seu uso com aplica¢des na industria.
Algumas das primeiras aplicagdes foram em um tratamento de dgua feito pela Fuji Elec-
tric em 1983 e pela Hitachi em um sistema de metrd inaugurado em 1987. Por volta de
1990, a 16gica fuzzy despertou um maior interesse em empresas dos Estados Unidos.

Devido ao desenvolvimento e as intimeras possibilidades préticas dos sistemas
fuzzy e o grande sucesso comercial de suas aplicagdes, a l6gica fuzzy € considerada hoje
uma técnica standard e tem uma ampla aceitagdo na area de controle de processos indus-
triais (LODWICK, 2004; BARROS; BASSANEZI, 2006; BANDO, 2002).

Uma aplicacao da logica fuzzy estd no desenvolvimento das Redes Neurais e das
técnicas mais recentes de Inteligéncia Artificial (IA) !. (BARBOZA; DIMURO; REISER,
2004; MENDEL, 2007).

lexpressdo utilizada para designar um tipo de inteligéncia construida pelo homem para dotar a maquina
de comportamentos inteligentes
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Os primeiros estudos sobre IA surgiram na década de 40, que foi marcada pela II
Guerra Mundial. O desenvolvimento do computador, primeiramente impulsionado pela
aplicabilidade militar e posteriormente comercial, mostrou-se vidvel. Seu rdpido pro-
gresso, desde o surgimento dos primeiros computadores eletronicos (1943 - Collossus, na
Inglaterra e 1946 - ENIAC, nos Estados Unidos) até o surgimento dos microcomputado-
res (na década de 70) demonstra que essa darea recebeu grandes investimentos. A partir da
estruturacdo desse novo campo do conhecimento o fendmeno da inteligéncia comecou a
ser pesquisado de forma intensa. Vdarios esforcos foram e t€m sido feitos no sentido de si-
mular os tipos de raciocinios utilizados pelo ser humano e implementé-los no computador
(MITRA; PAL, 2005). Isso se tornou possivel em grande parte gracas ao desenvolvimento
dos sistemas especialistas, da 16gica fuzzy e das redes neurais (MENDOZA ; MELIN; LI-
CEA, 2009).

2.3 Matematica Intervalar

Esta secdo apresenta um resumo sobre Matemdtica Intervalar e das principais
operacoes intervalares. Discorre-se ainda, sobre a representacdo intervalar de funcdes
reais e sua importancia para a légica fuzzy intervalar.

2.3.1 Evolucao e Contextualizacao na Computacao Cientifica

Na computacao cientifica, mesmo quando se utiliza na resolu¢do de um modelo
matematico um método que apresenta a solugdo exata para o modelo, pelo fato de este en-
volver um nimero muito grande de operagdes elementares aritméticas (adi¢cdo, subtracio,
multiplicacdo e divisdo) e sendo essas processadas em equipamento com capacidade li-
mitada para armazenar dados, pode-se cometer erros, fazendo com que os calculos com
esses dados produzam resultados imprecisos.

Os erros mais comuns que podem ocorrer na fase de resolu¢do de um problema
sdo os erros de arredondamento e de truncamento. Como a qualidade de um processo
computacional depende do controle sobre seu erro, é desenvolvida na década de 60, ini-
cialmente por Moore, uma teoria matemaética capaz de resolver esta questao, a aritmética
intervalar, que visa dar suporte a problemas computacionais que lidam com a incerteza
(BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a).

A Matematica Intervalar € uma teoria introduzida com o objetivo de automatizar
a analise de erro computacional. Ela trata de dados na forma de intervalos numéricos,
buscando controlar os limites de erro dos processos de desenvolvimento de métodos ope-
racionais construtivos (Matematica Numérica) para a resolu¢c@o aproximada de problemas
que podem ser representados por um modelo matematico exato e eficiente. Neste contexto
vem contribuindo para a maxima economia e confiabilidade em termos dos fatores envol-
vidos, como tempo de execu¢do, memoria e erros de arredondamento e de truncamento
(CLAUDIO; MARINS, 1989).

Os numeros representados como intervalos servem como controladores da
propagacdo do erro, uma vez que garantem que a resposta correta de determinado pro-
blema pertence ao intervalo obtido (KEAFORT; KREINOVICH, 1996; BEDREGAL;
DIMURO; REISER, 2009).

Os intervalos, na computagdo cientifica, podem ser aplicados para represen-
tar valores desconhecidos e, também, para representar valores continuos (nimeros re-
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ais). Servem para controlar o erro de arredondamento e para representar dados inexa-
tos, aproximacoes e erros de truncamento de procedimentos (DESCHRIJVER; KERRE,
2005; MENDOZA; MELIN; LICEA, 2009; RUMP, 1999).

Os primeiros pesquisadores a utilizarem uma forma de Aritmética Intervalar para
descrever resultados foram Burkill, 1924 e Young, em 1931 e os primeiros registros de
trabalhos independentes nessa area devem-se a P.S. Dwyer, M.Warmus, T. Sunaga e Ra-
mon E. Moore (MOORE, 1962; DWYER, 1951). Mas quem consolidou a Aritmética
Intervalar foi Moore, com publicacdes de artigos e em especial com a sua monografia,
em 1966. Seu trabalho despertou a comunidade cientifica para aplicacao da Matematica
Intervalar como uma area de pesquisa computacional.

Atualmente, a Matematica Intervalar vem sendo empregada na elaboragdo de al-
goritmos numéricos auto-validdveis e com controle automatico de erro. Sem o uso de
intervalos, a validagdo da aritmética através do controle do erro € praticamente impossivel
em computagao cientifica.

A necessidade do uso de intervalos para controle do erro numérico em computacao
cientifica € um fato conhecido entre pesquisadores e a implementacao do tipo intervalo em
linguagens, desenvolvimento de algoritmos e métodos intervalares tém sido uma frutifera
area de pesquisa (ALSINA; TRILLAS; VALVERDE, 1980).

O interesse de se ter uma teoria consistente e mais precisa € que surgiu a andlise de
intervalos, uma teoria matemaética com origem na década de 60, (MOORE, 1979a). Leslie
Fox, em 1974, nas suas pesquisas propde um avanco desta teoria integrando dreas como
andlise intervalar, topologia intervalar, dlgebra intervalar, 16gica intevalar e outras. Os
algoritmos intervalares, em contraste com os algoritmos pontuais, computam um intervalo
como solucdo, com a garantia de que a resposta pertence a este intervalo.

A vantagem do uso da aritmética intervalar aparece principalmente em problemas
onde a instabilidade numérica (decorrente do uso da aritmética de ponto flutuante e da
natureza dos problemas) € critica (ACI()LY, 1991; MOORE, 1962).

O beneficio € resultante da forma como os nimeros reais sao representados (um
intervalo de pontos flutuantes que contém o nimero real) e do fato de que os calculos
produzem um intervalo que, com certeza, contém o resultado real (MOORE, 1966). Ou
seja, o uso da Matematica Intervalar permite um controle de erros com limites confidveis,
além de provas de existéncia da solucao de diversas equagdes.

A desvantagem decorrente da complexidade de cdlculo das operacdes intervalares
¢ compensada pela seguranca e qualidade do resultado e pela aceleracdo decorrente da
exploracdo do paralelismo das operacdes intervalares em arquiteturas multiprocessadas.

A computacdo consiste numa seqii€éncia finita de operacdes, no entanto a solucao
exata de um problema, em muitos casos, requer uma seqii€ncia infinita de operacodes
aritméticas exatas. Isto tem motivado a investir a aplicacdo da Aritmética Intervalar na
solucdo desses problemas, pois desta forma, torna-se vidvel o controle automaético e rigo-
roso sobre os erros, como também nos possibilita o tratamento e modelagem da incerteza
em computacdo (JAULIN et al., 2001).

2.3.2 Nocoes Basicas da Matematica Intervalar

Esta secdo descreve as no¢des basicas sobre intervalos para o desenvolvimento
deste trabalho, estudos mais detalhados desta teoria podem ser encontrados em (MOORE,
1962, 1979a; ACIOLY, 1991; CLAUDIO; MARINS, 1989).

Um intervalo de nimeros reais € um subconjunto de nimeros reais, continuo,
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limitado, tendo uma representacao na forma:
X=[x,xn]={xeR|x <x<x} (2.2)

onde xi, x, € R, tal que x; < x; e sendo R o conjunto dos nimeros reais.
Denota-se por R o conjunto de todos os intervalos reais, ou seja:

R =A{[x1,x2] | x1, x2 € R, x; < X2} (2.3)

e o conjunto de todos os intervalos de reais restrito ao intervalo unitdrio U = [0, 1] por
U:
U={[x,x]|lx,xeR0<x <x<1}CR. (2.4)

As funcoes de projecao associadas ao intervalo X, denotadas por le r, [, : U — R, s@o
definidas por:

IX) =[x, x:D) =x1 =X e r(X) =r([x;,x2]) = x2 = X (2.5)

As seguintes Relacoes de Ordem sdo consideradas relevantes para o desenvolvimento
deste trabalho:

2.3.3 Operacoes sobre intervalos

Sejam X,Y € U, as operagdes aritméticas e transcendentes com intervalos sdo
executadas sobre os extremos de seus intervalos. No contexto deste trabalho, consideram-
se as seguintes operacoes:

1. Operacoes aritméticas em U?:

e Soma: X +Y = [(X +Y);(X + V)]
e Pseudo inverso aditivo: —X = [-X; —X]
e Subtracio: X - Y =X+ (-Y) = [(X-Y);(X - V)]
e Multiplicacao:
XY =[minX«Y,X*«Y, XY, X*xY)ymax(X«Y, X« Y, X*Y,X*Y)]

¢ Divisao:
X/Y = [min(X/Y.X/Y.X/Y.X/Y);max(X/Y.X/Y.X/Y.X/D)]. com
0 ¢ [Y,Y], ou seja, assume-se que 0 0 ¢ Y para que a operacdo esteja bem
definida.

2. Operacoes transcendentes em U
e Exponencial: exp(X) = e([X, X]) = [¢X, ¥]

e Logaritmica: In([X, X]) = [In(X),In(X)] onde X > 0
e Potenciacio: X" = (X", X ) e X" =[1,1].
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e Radiciacio: x = [/X, VX]

Proposicao 1. Sejam X, Y e Z € R, entdo as seguintes propriedades algébricas da adi¢cdo
em R sdo satisfeitas:

o Fechamento: Se X e ReY e Rentdo X +Y € R;

e Associatividade: X + (Y +Z2) =X+ Y)+ Z;

o Comutatividade: X +Y =Y + X;

e Elemento Neutro: 3!0 = [0;0] e R| X +[0,0] =[0,0]+ X = X.

Proposicao 2. Sejam X,Y e Z € R, entdo valem as seguintes propriedades algébricas da
multiplicacdo em R:

o Fechamento: Se X e ReY € R entdo X.Y € R;

Associatividade: X.(Y.Z) = (X.Y).Z;

Comutatividade: XY = Y.X;

Elemento Neutro: A'1 = [1;1] € R tal que X.[1,1] =[1,1].X = X;
e Subdistributividade: X.(Y + Z) C (X.Y) + (X.Z).

2.3.3.1 Interseccao e Uniao entre Intervalos

Definicao 1. Unidao entre Intervalos Sejam X = [X, X]eY = Y, Y] dois intervalos
tais que X N'Y # 0. Define-se a unido dos intervalos X e Y como sendo o intervalo
X UY = [min{X, Y}; max{X, Y}],

Definicao 2. Interseccdo entre Intervalos: Sejam X = [X, Y] eY =1[Y, I_/] dois inter-
valos. Define-se a intersec¢do dos intervalos X e Y como sendo o intervalo X N'Y =
[max{X, Y}; min{X, Y}], se max{X,Y} < min{X,Y}. Se min{X,Y} < max{X,Y} entdo
XNy =20.

2.3.4 Representacao Canonica Intervalar

Esta secdo tem como objetivo apresentar o estudo referente a representacdo
candnica intervalar, a qual serd aplicado a defini¢do dos conectivos da 16gica fuzzy inter-
valar (MOORE, 1979b; SANTIAGO; BEDREGAL; ACISLY, 2006; ACISLY; BEDRE-
GAL, 1997; CAPRANI; MADSEN; STAUNING, 1997; ALEFELD; HERZBERGER,
1983; ANGUELOV; MARKOV; SENDOV, 2006; BEDREGAL; SANTIAGO, 2007;
SANTIAGO; BEDREGAL; ACISLY, 2005; ACIOLY, 1991).

Definicao 3. Representagdo Intervalar: Considere o intervalo real unitdrio U = [0, 1] C
R. Seja U o conjunto dos subintervalos de U, isto ¢ U = {[X,X] |0 < X < X < 1}.

Um intervalo X € U é dito ser uma representacdo intervalar de um niimero real
a se @ € X. Considerando-se duas representacoes intervalares X e Y de um niimero
real a, X é dito uma melhor representacdo de a que Y se X é mais restrito do que Y, ou
seja, se X C Y. Este conceito pode ser facilmente estendido para tuplas de n intervalos
X = (Xi,...,X,) € U" C R" (BEDREGAL et al., 2007b).
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Definicao 4. Funcao Intervalar: Seja F : X — Y uma funcdo. Se o dominio e o contra-
dominio de F sdo X = D(F) CR e Y = CD(F) C R, respectivamente, diz-se que F é uma
fungdo intervalar de uma varidvel intervalar.

Definicao 5. Inclusdo Monotonica: Uma fungdo intervalar F de varidveis Xy, X, ..., X,,
é uma inclusdo monotonica se, ¥;,1 <i < n,

Y, C X, = F(Y,,Y,...Y,) C F(X;,Xs, ... X)) (2.6)

A Equacao 2.6 descreve uma das principais propriedades da aritmética de Moore,
a inclusdo monotonica, assegurando a corretude dos resultados intervalares e a inclusdao
do erro.

Definicao 6. Inclusdo Intervalar: Dado x € R, diz-se que X € R é uma representacdo de
xsexe€X.

Definicao 7. Representacao Intervalar:(cf. (SANTIAGO; BEDREGAL; ACISLY, 2006))
A funcdo F : U" — U é uma representagdo intervalar de uma funcdo f : U" — U se,
para cada X € U" e X € X, f(X) € F(X).

Uma funcdo intervalar pode ser vista como uma representacdo de um subcon-
junto de nimeros reais. Assim, estendendo a defini¢do anterior, uma fun¢do intervalar
F :U" - U € uma melhor representagdo mtervalar da funcado f : U” - U do que
G : U" — U, denotada por G C F, se para cada X e U", a inclusdo F (X) G(X) esta
garantida.

Definicao 8. Melhor Representagdo Intervalar (Representacdo Candnica Interva-
lar - CIR): (cf. (SANTIAGO; BEDREGAL; ACISLY, 2006)) Para cada fungdo real
f:U" = U, a melhor representacdo intervalar é a funcdo intervalar f : U" — U é
definida por . B B

JX) = [inf{f(X) : ¥ € X}; sup{f(¥) : ¥ € X}]. (2.7)

A fungdo intervalar festé bem definida e para qualquer outro tipo de representagao
intervalar F' de f, F £ f. A funcdo intervalar f retorna um intervalo menor do que
qualquer outra representacdo intervalar de f. Portanto, a fun¢do f satisfaz a propriedade
de optimalidade mencionada por Hickey em (HICKEY; JU; EMDEM, 2001), quando ela
¢ vista como um algoritmo para calcular uma funcao real f.

Proposicao 3. (SANTIAGO; BEDREGAL ACIoLY, 2006 ) Seja f:U" - U uma fungdo
total e ndo assintética’. Entdo para todo X eU" e € X temos que f(X) € f (X)

Com a Proposicdo 3, vemos que f é uma representacao intervalar de f.

Corolario 1. Inclusdo do CIR ea arltmettca intervalar: Se]a f : U?> = U uma das
operagoes aritméticas em U, X eU%e %€ X. Entdo f(@) e f (X)

O principal resultado em (SANTIAGO; BEDREGAL; ACISLY, 2006) pode ser
restrito ao contexto deste estudo, isto €, para U" em vez de R, como mostra o seguinte:

2Uma funcdo real f € dita assintdtica se para um dado intervalo X o conjunto {f(a) : X < a < X} nao
tem o menor elemento ou o maior elemento.
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Teorema 1. (BEDREGAL et al., 2007)[Theorem 2.3] Seja f : U" — U uma fungdo real.
As seguintes afirmagoes sdo equivalentes: -
(i) f é continua, (ii) f é continua para Scott; (iii) f é continua para Moore.

A continuidade de Scott e Moore sdo as duas no¢des de continuidade mais utiliza-
das na matematica intervalar (SANTIAGO; BEDREGAL; ACISLY, 2006).

Uma funcgdo intervalar ' : U" — U é preservada para intervalos degenerados
quando, para cada xi, ..., x, € U, existe y € U tal que F([x1, x1], ..., [X0, x,]) = [y, y]. Note
que, para cada funcdo f : U" — U, a fun¢do intervalar f € preservada para o intervalo
degenerado.

2.4 Logica Fuzzy Valorada Intervalarmente

Generalizando a teoria dos conjuntos fuzzy, o conceito de um conjunto fuzzy do
tipo-2 foi introduzido por Zadeh (ZADEH, 1975) como uma extensido do conceito de
conjunto fuzzy normal, denominado conjunto fuzzy do tipo-1. Esta secdo apresenta as
principais idéias que consolidaram esta generalizagdo, relacionadas a extensdo da fungdo
de pertinéncia. Ou seja, a imagem da funcdo de pertinéncia restrita a conjuntos crisp no
caso da légica fuzzy baseada em conjuntos fuzzy do tipo-1, € estendida, considerando o
mapeamento sobre subconjuntos do intervalo unitério.

Neste novo contexto, o grau de pertinéncia associando a um elemento pode ser
valorado por conjuntos fuzzy. Em particular, tem-se as funcdes de pertinéncia valoradas
intervalarmente (MOORE; LODWICK, 2003), e na sequéncia, o correspondente estudo
dos conectivos da 16gica fuzzy valorada intervalarmente.

24.1 O Problema da Ldégica Fuzzy

Embora a légica fuzzy seja referida como a linguagem das proposi¢des vagas,
a imagem da funcdo de pertinéncia como um subconjunto do intervalo unitério [0, 1]
considera valores ainda muito precisos.

A l6gica fuzzy considera as fungdes de pertinéncia com caracteristicas proprias de
conjuntos fuzzy do tipo-1; eles sdo muito udteis em situagdes onde € facil determinar uma
funcdo de pertinéncia exata para um conjunto fuzzy, e neste sentido, importantes para
incorporar este tipo de incerteza.

Entretanto, muitas vezes, o conhecimento usado para construir regras de sistema
baseados na l6gica fuzzy € incerto. Essa incerteza leva a regras com antecedentes e/ou
conseqiientes incertos, as quais se traduzem em imagens obtidas a partir das correspon-
dentes funcdes de pertinéncia.

A modelagem destas incertezas € relevante quando, por exemplo, as regras sao
coletadas por meio de levantamento de diversos peritos ou especialistas. Primeiramente,
consultam-se especialistas sobre os localizagdes e extensdes (expansdes) dos conjuntos
difusos associados com os termos que compdem o antecedente e consequente quando
da estruturacdo de uma regra. Na sequéncia, muito provavelmente, obtém-se diferentes
respostas de cada especialista.

Além disso, frequentemente, os especialistas ddo diferentes respostas para a
mesma pergunta, o que resulta em regras que associam a seus antecedentes diferentes
consequentes. Nesse caso, a possibilidade de representar a saida do sistema construido a
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partir destas regras como um conjunto fuzzy, em substituicdo de um nimero crisp, pode
ser alcancada dentro da l6gica fuzzy do tipo tipo-2.

2.4.2 Conjunto Fuzzy do Tipo-2

Segundo Mendel (MENDEL, 2007, 2001), conjuntos fuzzy do tipo-2 permitem
lidar com as incertezas linguisticas, considerando que as palavras podem significar coisas
diferentes para pessoas diferentes.

Uma relacao fuzzy do tipo-2 tem sido considerada como uma forma de aumentar
a possibilidade de representacdo da imprecisdao de uma relacao fuzzy. No contexto deste
trabalho, aumentar a descricdo da imprecisdo significa maior capacidade para lidar com
informacdes inexatas de uma forma l6gica correta. Assim, a teoria dos conjuntos fuzzy
do tipo-2 permite graus de acordo com a linguistica usada pela sociedade, auxiliando na
representacao de conhecimento e oferecendo vantagem na estrutura l6gica para inferéncia.

Nos ultimos anos, evidenciam-se os estudos relacionadas aos conjuntos fuzzy do
tipo-2 da légica fuzzy, tornando mais ativo e com aplicacdes em dreas como a computagcao
com as palavras, paradigma classico de conjuntos fuzzy.

A generalizagdo da 16gica fuzzy do tipo-2 tem uma grande utilidade uma vez que
essa légica considera valores verdade que sdo conjuntos fuzzy. Isto significa que a cada
elemento estd associado um grau de pertinéncia fuzzy (o qual corresponde a mais de um
elemento em U = [0, 1]). Este mapeamento, quando estendido sobre U, denomina-se
valor de verdade fuzzy (NGUYEN; KREINOVICH; ZUO, 1997).

A recente popularidade da légica fuzzy do tipo-2 decorre, principalmente, dos
trabalhos do grupo Mendel et al (MENDEL, 2007, 2001). Além de inimeros artigos,
salientam-se muitas contribuicdes na linha tedrica de pesquisa e na logica fuzzy estrita.

A teoria dos conjuntos fuzzy do tipo tipo-2, proposta por Zadeh (ZADEH, 1975),
tem tido vdrias e significativas contribuicoes:

1. O grupo Deschrijver et al, (GASSE et al., 2006; DESCHRIJVER; KERRE, 2005;
DESCHRIJVER, 2007, 2008) tem pesquisado o relacionamento entre conjuntos
fuzzy intuicionistas, conjutos L-fuzzy, conjuntos fuzzy valorados intervalarmente e
conjuntos fuzzy intuicionistas valorados intervalarmente.

2. Nocodes fundamentais de 16gica multivalorada incluem também alguns dos princi-
pais desafios para caracterizacdao de propriedades 16gicas e algébricas de conjuntos
fuzzy do tipo-2 (GOTTWALD, 2001; GOTTWALD; HAJEK, 2005; HICKEY; JU;
EMDEM, 2001; STADTHERR et al., 2007).

3. Um criterioso estudo da andlise intervalar fuzzy € considerado por Dubois, Prade e
Sessa (DUBOIS; PRADE, 1991, 2005, 1991; DUBOIS; PRADE; SESSA, 2009),
apresentando contribuicdes e aplicacdo na IA a partir do raciocinio baseado em
Casos.

4. Em (HU et al., 2008; KREINOVICH; MUKAIDONO, 2000; TURKSEN, 1986;
YAM; MUKAIDONO; KREINOVICH, 1999), tem-se a énfase no estudo do pro-
cessamento do conhecimento a partir da computacdo intervalar e da soft com-
puting, considerando também importante contribui¢cdo deste grupo na busca de
axiomatizagdo das implicagdes fuzzy.
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5. Zsolt Gera et al. apresenta, nos trabalhos (GEHRKE; WALKER; WALKER, 1996,
1999; NGUYEN; WALKER, 1999; GEHRKE; WALKER; WALKER, 2003), o es-
tudo de algebras para funcodes de agregacdo e fungdes de implicacdo, generalizando
a definicdo de implicagdes do tipo-1 e estendendo S-implica¢des e coimplicagdes
para operadores do tipo-2, incluindo as extensoes das implicag¢des residuais.

6. Em (GORZALCZANY, 1987, GRATTAN-GUINESS, 1976), considera-se a in-
feréncia no raciocinio aproximativo, também com base nos conjuntos fuzzy va-
lorados intervalarmente.

7. Outros trabalhos, mais recentemente, estdo focados no estudo estrito dos conec-
tivos 16gica fuzzy intervalar sdo desenvolvidos integrando esforcos dos grupos de
pesquisa GMFC/UCPel e UFRN/LoLITA (BEDREGAL et al., 2010; BEDREGAL,
2009; BEDREGAL; TAKAHASHI, 2007; BEDREGAL, 2009; BEDREGAL et al.,
2010; REISER et al., 2008, 2007; BEDREGAL et al., 2007c; DIMURO et al., 2008;
BEDREGAL; DIMURO; REISER, 2009; DIMURO et al., 2008; REISER et al.,
2008; BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009b).

Estes estudos, descritos nos ultimos pardgrafos, consideram t-normas, t-conormas,
complementos fuzzy sendo avaliados conjuntos fuzzy do tipo-2 ou conjuntos fuzzy valo-
rados intervalarmente, incluindo forma normal, convexa, triangular, funcdes trapezoidal
e outras classificagdes. Estes conectivos sdo a estruturacdo bésica para o processo de in-
feréncia, considerando principalmente as implicacdes fuzzy, mas incluindo investigacao
para as extensoes das coimplicacdes e outras relagdes fuzzy, como as regras Modus Po-
nens e Modus Tolens.

O estudo formal, desenvolvimento e aplicacdo de sistemas baseada nas
implicacdes do tipo-2 ndo € tarefa simples, pois nem todas as propriedades de conjun-
tos fuzzy do tipo-1, na definicdo de uma implicacdo fuzzy, se aplicam a correspondente
extensdo.

2.4.2.1 Funcao de Pertinéncia Baseada em Conjuntos Fuzzy do Tipo-2

A estrutura de regra condicional fuzzy, onde U = [0, 1], U o conjunto de todos os
conjuntos fuzzy e X, Y € U sdo conjuntos fuzzy (finitos) nao-vazios (KARNIK; MEN-
DEL, 2001) pode ser descrita pela expressao:

r, : se X estd em A entdo Y estiem B (2.8)

onde A e B sdo conjuntos fuzzy do tipo-2, os quais sdao definidos por pares, dados pelo
elemento e seu correspondente grau de pertinéncia que € um conjunto fuzzy do tipo-1:

A = {((x, ), (uz(x,u) | x € X,u € J.} e B = {((,v), (3, ) | y € Y,v € J,).

Neste contexto, para todo x € X,y € Yeu € J, C [0,1],v C J, € [0, 1], tem-se
que:

(i) a funcdo de pertinéncia uy do conjunto A, uy : X — U, mapeia (x,u) na imagem
Hz(x,u); e de forma anéloga,

(ii) a funcdo de pertinéncia uz do conjunto B, ug Y — U, mapeia (y,v) na imagem

up(y,v).
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Quando pz(x,u) = 1, A é um caso particular de conjuntos fuzzy do tipo-2, deno-
minado conjunto fuzzy valorado intervalarmente (GERA; DOMBI, 2008).

O uso de uma fung¢do de pertinéncia do tipo-2 na modelagem de incerteza se justi-
fica quando, por exemplo, na construcdo de sistema fuzzy para controle de transito onde se
deve considerar mais de um especialista. Neste exemplo, pode-se definir diferentes graus
de pertinéncia para a mesma varidvel, considerando todas as opinides de todos os espe-
cialistas. Frequentemente, opta-se pelo caso particularmente mais simples de conjuntos
fuzzy do tipo-2, os conjuntos fuzzy valorados intervalarmente, e as regras de inferéncia
podem ser obtidas a partir das implicacdes fuzzy intervalares.

Na determinacdo da fungdo de pertinéncia do tipo-2 consideram-se duas fungdes
do tipo-1: FPS,FPU : X — U, denominadas funcdo de pertinéncia superior e infe-
rior, respectivamente, limitando superior e inferiormente o grau (conjunto fuzzy) de cada
elemento no dominio do conjunto X € U. A incerteza no dominio de uma funcdo de
pertinéncia do tipo-2 consiste numa regido limitada, denominada footprint of uncer-
tainty (FOU), mostrando uma descri¢do completa da fun¢do de pertinéncia uz(x,u), a
qual em muitos casos coincide com o dominio de incerteza (DOU) de A (MENDEL;
JOHN; LIU, 2006).

A representacao grafica tridimensional para o grau de pertinéncia em um sistema
baseado na légica fuzzy do tipo-2 pode ser simplificada, conforme mostra a Figura 2.1,
apresentando um exemplo de funcdo de pertinéncia do tipo-2 considerando o plano x — u.

Au

Figura 2.1: Fung¢do de pertinéncia do tipo-2 (MENDEL; JOHN; LIU, 2006).

Sejam FPS,FPU : X — U funcdes continuas, com FPS(x) < FPU(x), para
todo x € X. O grau de pertinéncia intervalar de um elemento x em X, no conjunto fuzzy

valorado intervalarmente A pode ser dado pela expressao [FPS (x), FPU(x)], para todo
x € X.

2.4.2.2 Sistemas Baseados em Conjuntos Fuzzy do Tipo-2

Em um conjunto fuzzy do tipo-1 o grau de pertinéncia € um ndmero crisp; em um
conjunto fuzzy tipo-2 o grau de pertinéncia € um conjunto fuzzy do tipo-1. Nesta sessao,
centra-se apenas sobre as semelhancas e diferencas entre os dois sistemas.

A Figura 2.2 mostra a estrutura de um sistema fuzzy do tipo-2, muito similar a
estrutura de um sistema do tipo-1.

A fuzzyficagdo mapeia uma entrada crisp em um conjunto fuzzy do tipo-2. No
caso de sistemas fuzzy do tipo-1, geralmente temos regras condicionais como na Ex-
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Figura 2.2: Sistema baseado em logica fuzzy do tipo-2 (KARNIK; MENDEL; LIANG,
1999)

pressdo (1.3). A disting@o entre estes sistemas estd na natureza das fungdes de pertinéncia
do tipo-1 e do tipo-2. A principal diferenca é que no segundo caso, tem-se conjuntos
fuzzy do tipo-2 envolvidos nas expressoes dos antecedentes e/ou consequentes.

Em sistemas fuzzy do tipo-2, o motor de inferéncia combina regras mapeando en-
tradas de conjuntos fuzzy (do tipo-1 ou do tipo-2) para a saida também dada por conjuntos
fuzzy. Para fazer isso € preciso considerar as intersec¢des como bem como composicoes
de relacdes de conjuntos fuzzy do tipo-2.

A defuzificagdo € um procedimento simples, considerando o processo de reducao
de tipo, sendo que o processamento de saida contém apenas o defuzzificador tendo como
entrada um conjunto fuzzy e saida crisp. Este conjunto fuzzy pode, em geral, ser um
tipo-2. Em um sistema fuzzy do tipo-1, o defuzzificador produz uma saida crisp a par-
tir do conjunto fuzzy que é a saida do motor de inferéncia, isto €, um tipo-0 (Crisp).
Em sistemas fuzzy do tipo-2, a saida do motor de inferéncia é um conjunto fuzzy do
tipo-2, deste modo, tem-se versdes estendidas dos métodos do tipo-1 na defuzzificagdo.
Esta defuzzificacdo estendida considera uma reducgao de tipos, oferecendo como saida um
conjunto fuzzy do tipo-1, que na sequéncia resulta em um dados crisp. A maneira mais
natural de fazer isso parece ser encontrando o centrdéide do tipo reduzido, no entanto,
existem outras possibilidades (KARNIK; MENDEL; LIANG, 1999). .

A partir de nossas discussdes, para desenvolver sistemas fuzzy do tipo-2, deve-se
considerar as etapas:

e executar o conjunto de operacdes: unido, intersec¢ao e complemento definidas para
fungdes do tipo-2;

e conhecer as propriedades (por exemplo, comutatividade, associatividade, as leis de
identidade) para funcdes de grau de pertinéncia para conjuntos do tipo-2 (KARNIK;
MENDEL, 2001);

e analisar as operacdes com conjuntos fuzzy do tipo-2, as relacdes fuzzy e suas
composigdes;

e realizar a reducao de tipo e a defuzzificagdo para obter um conjunto de saida crisp
usando o sistema de inferéncia para conjuntos do tipo-2.
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2.5 Consideracoes Finais

A 16gica fuzzy valorada intervalarmente surgiu em 1975 com contribui¢des inde-
pendentes de varios autores, visando o tratamento da incerteza no grau de pertinéncia.
Neste sentido, as extensdes intervalares dos conetivos fuzzy tém sido largamente estuda-
das.

Em matemadtica intervalar, o principio da corretude consiste na garantia de que,
na computacio de um algoritmo, a saida intervalar contém todos os possiveis resultados
pontuais correspondentes aos dados pontuais referentes a entrada intervalar. E, o principio
da optimalidade, determina que a saida intervalar seja a menor possivel satisfazendo a
corretude. Assim, a corretude € a condi¢do minima enquanto que a optimalidade € a
condi¢do ideal a ser satisfeita por computagdes intervalares. Em particular, mostra-se
que implicacdes fuzzy intervalarmente valoradas sao representacdes de implicagcdes fuzzy
satisfazendo estes dois principios.

A proposta deste trabalho para 16gica fuzzy intervalarmente valorada é conside-
rar as construgdes fuzzy intervalares como construgcdes fuzzy que sdo corretas e analisar
critérios que garantam optimalidade. Neste contexto, tem-se por objetivo contribuir no
estudo das principais classes de implicacdes fuzzy valoradas intervalarmente, analisando
a satisfacdo de propriedades andlogas as respectivas classes de implicagdes fuzzy valora-
das pontualmente. Para tal, nos préximos capitulos propde-se um estudo de classificacao
para as implicacdes fuzzy valoradas intervalarmente, cujas classes sdo diferenciadas por
sua estruturacdo axiomatica que é determinada pelo estudo de propriedades légicas e
algébricas.

O préximo capitulo considera o estudo das fun¢des de agregacdo (t-normas e t-
conormas) e das nega¢des fuzzy como fundamentagdo para no capitulo subsequente apre-
sentar a correspondente extensao intervalar baseada na representagdo candnica intervalar.
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3 AGREGADORES E NEGACOES DA
LOGICA FUZZY

A maioria dos operadores de implicacdo fuzzy podem ser definidas a partir de
operadores de agregacdo e negacao fuzzy. As normas triangulares e suas construcoes
duais (conormas triangulares), ou simplesmente t-normas (t-conormas), foram simulta-
neamente introduzidas em (MENGER, 1942) e (SCHWEIZER; SKLAR, 1961). Estes
trabalhos deram uma axiomatizag¢do para as normas (conormas) triangulares, estendendo
0s conectivos proposicionais cldssicos para o conjunto [0,1] e preservando suas proprie-
dades légicas. As nocdes intuitivas de t-normas e t-conormas foram modeladas a partir
dos conectivos de conjunc¢ao e disjuncdo, respectivamente.

A axiomatizac¢do dos principais conectivos proposicionais fuzzy obtidos através
desses agregadores, mostram uma ligacdo forte entre esses conectivos proposicio-
nais fuzzy, sendo possivel obter uma implicacdo fuzzy a partir de uma t- norma,
ou uma negacdo fuzzy a partir de uma implicacdo (FODOR, 1995).  Virias
generalizagdes de normas triangulares sdo encontradas na literatura (KLEMENT; ME-
SIAR; PAP, 2000),(BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a),(DESCHRIJVER, 2008),(BE-
DREGAL; TAKAHASHI, 2007),(TAKAHASH; BEDREGAL, 2006),(BUTINARIU;
E.P, 1993), (KLEMENT; NAVARA, 1999), e estas referéncias foram consideradas na
organizagdo deste capitulo.

3.1 Normas e Conormas Triangulares

Esta secdo apresenta a defini¢cdo de norma triangular e conorma triangular e con-
sidera também os exemplos mais referenciados na literatura, incluindo as classifica¢des
referentes a continuidade e a andlise com respeito a relagdo de dualidade. Automorfismo
atuando sobre t-normas e t-conormas sao estudados, mostrando ainda que estes operado-
res preservam propriedades importantes destas fungdes de agregacdo e de negacao.

3.1.1 Norma Triangular

Definicao 9. Seja o intervalo unitdrio real U = [0,1] € R. Uma norma triangular,
conhecida como t-norma, é uma operagédo bindria T : U*> — U que,¥x,y,z € U satisfaz
as seguintes propriedades:

T, Comutatividade: T(x,y) = T(y, x);

T, Associatividade: T(x(T(y,z)) = T(T(x,y),z2);
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T5 Elemento Neutro: T(x,1) = x;
T4 Monotonicidade: T(x,y) <T(x,z) se y<z

Uma t-norma € utilizada geralmente para representar o operador de conjungao (e)
ou a interseccao entre conjuntos fuzzy.

Proposicio 4. A funcdo Ty : U? — U, Ty(x,y) = min(x, y) é uma t-norma, denominada
norma triangular do minimo.

Prova. Sejam Ty(x,y) = min(x,y) e x,y,z € U. Tem-se que:
(i) Ty € comutativa: Ty (x,y) = min(x,y) = min(y, x) = Ty(y, Xx)

(ii) Ty € associativa:

Ty(x, Tu(y,2)) = min(x, Ty(y,2))
= min(x, min(y, 7))
= min(min(x, y), 7))

= min(Ty(x,y),2) = Tu(Tyu(x,y),2)

(iii) Ty satisfaz a propriedade do elemento neutro: Ty (x,1) = min(x, 1) = x
(iv) Ty € monotonica: y < z — min(x,y) < min(x,z) — Ty(x,y) < Ty(x, 2)

Logo T\, é uma t-norma.
A Figura 3.1 mostra a representacdo da t-norma triangular do minimo.

Figura 3.1: t-norma triangular do minimo (interseccao).

Proposicio 5. A funcdo Tp : U?> — U, Tp(x,y) = x.y é uma t-norma, denominada norma
triangular produto .

Prova. Sejam Tp(x,y) = x.y e x,y,z € U. Tem-se que:
(i) Tp é comutativa: Tp(x,y) = x.y = y.x = Tp(y, X)
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(ii) Tp € associativa:

Tp(x,Tp(y,2)) = Tp(x,y.2)
= x.(v.2)
= (x.y).2)
= (Tr(x,y).2) = Tp(Tp(x,).2)

(iii) Tp satisfaz a propriedade do elemento neutro: Tp(x,1) = x.1 = x
(iv) Tp € monotonica: y <z — x.y < x.z— Tp(x,y) < (Tp(x,2)

Logo Tp é uma t-norma.

A Figura 3.2 mostra a representacao grafica da t-norma do produto algébrico.

Figura 3.2: t-norma triangular do produto algébrico.

Proposicao 6. A fungdo T, : U? - U, Ti(x,y) = max(x +y — 1,0) é uma t-norma,
denominada norma triangular de Lukasiewicz.

Prova. Sejam T;(x,y) = max(x+y—1,0) e x,y,z € U. Tem-se que:
(i) Ty é comutativa: Ti(x,y) =max(x+y—1,0) =max(y + x — 1,0) = T,(y, x)

(ii) T, é associativa:

T (x, Ty (y,2)) = Tp(x,max(y+z-1,0))
= max(x+ max(y+z—-1,0)—1,0)
= max(max(x, 0) + max(y — 1, 0) + max(z,0) — 1,0)
= max(max(x+y—-1,0)+z—-1,0)
= max(Tp(x,y) +z—1,0) = T (T1(x, ), 2)

(iii) Ty satisfaz a propriedade do elemento neutro: T;(x,1) = max(x + 1 — 1,0) =
max(x,0) = x

(iv) Ty é monoténica: y < z — max(x+y—1,0) < max(x+z—1,0) = Ty(x,y) < Tr(x,2)
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Logo T, é uma t-norma.
Proposicio 7. A funcdo Tp : U* — U definida pela expressdo

0, Se (x,y)e [0, 1%
min{x,y}, c.c;

Tp(x,y) = { 3.1

é uma t-norma denominada norma Drastica do Produto.

Observacao 1. Pela Definicdo 9, temos que Tp(l,y) =y; Tp(x,1) = x e ;Tp(x,y) =0,
com x,y# 1. A demonstracdo é andloga as anteriores.

3.1.2 Conorma Triangular

Definicao 10. Seja o intervalo unitdrio real U = [0,1] € R. Uma conorma triangular
indicada por t-conorma, é uma operagdo bindria S : U> — U que satisfaz as seguintes
propriedades:

S Comutatividade: S (x,y) =Sy, x),

S, Associatividade: S (x(S(y,2)) = S(S(x,y),2),
S5 Elemento Neutro: S (x,0) = x;

S4 Monotonicidade: S (x,y) < S(x,2)sey <z

Uma t-conorma € utilizada geralmente para representar o operador de disjuncao
(ou) ou a unido entre conjuntos fuzzy.

Proposicio 8. A funcdo S : U?> — U, S y(x,y) = max(x,y) é uma t-conorma, denomi-
nada conorma triangular do mdximo.

Prova. Sejam S j(x,y) = max(x,y) e x,y,z € U. Tem-se que:
(i) Sy € comutativa:S y(x,y) = max(x,y) = max(y, x) = S y(y, x)

(ii) S s € associativa:

Su(x, (Su(y,2) = max(x, (Su(y,2)
= max(x, (max(y,z))
= max(max(x,y), z))
= max($ y(x,y),2) = S u(S u(x,y),2)

(iii) S y satisfaz a propriedade do elemento neutro: S y(x,0) = max(x,0) = x
(iv) Sy € monotonica: y < z — max(x,y) < max(x,z) = S y(x,y) < (S u(x,2)

Logo S ,; é uma t-conorma.
A Figura 3.3 apresenta a representacdo da t-conorma triangular do mdximo.

Proposicio 9. A funcédo S p : U> — U, S p(x,y) = x+y—xy é uma t-conorma, denominada
conorma triangular produto .
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Figura 3.3: t-conorma triangular do maximo (unido).

Prova. Sejam S p(x,y) = x+y—xyex,y,z € U. Tem-se que:
(i) Tp é comutativa: Sp(x,y) =x+y—xy=y+x—yx=3Sp(,x)

(ii) S p € associativa:

Sp(x,Sp(y,2)) = Splx,y+2z-y2)
= (x+y+z—yz—x(y +z-y2)
= (x+y+z—yz—xy—x72+Xxy2)
= (x+y—xy+2z—yz—x7+Xxy2)
= (x+ (1 -xy+z-0z+x2-xy2)
= (Sp(x,y).2) = Sp(Sp(x,y).2)

(iii) S p satisfaz a propriedade do elemento neutro: S p(x,0) = x+0—-x.0 =x
(iv) S p € monotonica: y <z — x+y—xy<x+z—xz= Sp(x,y) < (Sp(x,2)

Logo S p é uma t-conorma.

A Figura 3.4 mostra a T-conorma triangular do produto.

Figura 3.4: t-conorma triangular do produto (soma algébrica).
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Proposicio 10. A funcdo S; : U> — U, S;(x,y) = min(x + y, 1) é uma t-conorma,
denominada conorma triangular de Lukasiewicz.

Prova. Sejam S (x,y) = min(x +y,1) e x,y,z € U. Tem-se que:
(i) S ;. € comutativa:S (x,y) = min(x +y,1) = min(y + x, 1) = S .(y, x)

(ii) S 1, ¢ associativa:

S.(x,S.(y,2) = Sp(x,min(y +z,1))
= min(x + min(y + z, 1), 1)
= min(min(x, 1) + min(y, 1) + min(z, 1), 1)
= min(min(x +y, 1) +z,1)
= min(S(x,y) +z,1) =SS (%, ),2)

(iii) S | satisfaz a propriedade do elemento neutro: S;(x,0) = min(x+0,1) =x+0=x
(iv) S é monotonica: y <z — min(x+y,1) <min(x+z,1) = S.(x,y) < (S.(x,2)

Logo S| é uma t-conorma.
Proposicio 11. A funcdo S, : U?> — U definida pela expressdo

1, Se (x,y) € [0, 1>

max(x,y), c.c; (3.2)

SD(X,)’) = {

é uma t-conorma, denominada norma Drdstica da Soma

Definicao 11. (KLEMENT; MESIAR; PAP, 2000, Definicoes 1.23, 2.9 e 2.13) A t-norma
T (t-conorma S, respectivamente) é dita

(i) continua (C), se for continua em ambos os argumentos,
(ii) continua a esquerda (CE), se for continua a esquerda em ambos os argumentos ;
(iii) continua a direita (CD), se for continua a direita em ambos os argumentos ;

(iv) idempotente (1), se T(x,x) = x (S(x,x) = x, respectivamente) para todo x € U;

(v) Arquimediana (A), se para cada x,y € U existe n € N tal que x[T"] <y, isto é,

T'"(x,x) <y ( xg"] >y, isto é, S"(x, x) >y, respectivamente);

(vi) estrita (E), se T (S, respectivamente) é continua e estritamente monotonica, isto é,
T(x,y) < T(x,z2)) sempre x > 0 (S(x,y) < S(x,z2)) sempre x < 1, respectivamente)
ey<z

(vii) nilpotente (N), se T (S, respectivamente) é continua e se x € U é um elemento
nilpotente, isto é, se para cada x € U existe n € N tal que xlT”J =T"(x,x)=0¢( xg”J =
S"™(x,x) = 1, respectivamente).

(viii) positiva (P), se T(x,y) = 0 (S(x,y) = 1, respectivamente) implica que seja x = 0
ouy=0 (x=1o0uy=1, respectivamente).
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Tabela 3.1: Exemplos bdsicos de t-normas e suas propriedades (BACZYNSKI; JAYARAM,
2008a; BACZYNSKI, 2004)

Designacado Representacdo Propriedades
T 3:Minimo Ty = min(x,y) C 1
T p:Produto Tp = xy E
T;: Lukasiewicz T, =max(x+y—1,0) N

g B |0, se x,y € [o, 1[;
Tp: Drastica do produto  Tp = (x,y) = { min(x,y), c.c. A, nC

e . |0, sex+y<l1;

T, Nilpotente minimo T,y (x,y) = { min(x.y), c.c. nA, CE

Tabela 3.2: Exemplos bdsicos de t-conormas e suas propriedades (BACZYNSKI; JAYARAM,
2008a; BACZYNSKI, 2004)

Designagao Representagdo Propriedades
S y:Maximo Sy = max(x,y) G, 1
S p:Soma produto Sp=x+y—xy E
S ;: Lukasiewicz S, =min(x+y,1) N
S p: Drastica da soma Sp=(xy) = { giin ) (s:ecx,y €lo. 1L A, nC
s L. _ |0, sex+y<l1;
S i Nilpotente madximo  S,u(x,y) = { min(x,y). cc. nA, CE

Observacao 2. Ty, e Tp sdo positivas enquanto as t-normas Ty, Tp e T,y ndo sd@o. Da
mesma forma, S y; e S p sdo positivas enquanto as t-conormas S, S p e S,y ndo sao.

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 apresenta-se uma listagem de t-normas e t-conormas basicas
e as respectivas propriedades satisfeitas por estas normas triangulares.

Proposicao 12. Sejam uma t-norma T e uma t-conorma S. Entdo as seguintes equacoes
sdo satisfeitas:

T0,x)=0 (3.3)
e
S(l,x)=1 (3.4)
Prova.
0=70,1)>T0,x)>T7(0,0) > TO,x) =0=T(x,0)
e

1=5S1,00<S(,x)<S(1,1) > S(1,x)=1=S(x,1)

3.2 Negacao Fuzzy

Esta se¢do considera o estudo das fun¢des de complemento ou das negagdes fuzzy.
Sdo definidas e exemplificadas negagdes fuzzy forte, estritas e continuas. O ponto de
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equilibrio de uma negacao € apresentado, assim como também € considerada a acdo de
automorfismo em funcdes de negacgado, definidas em U.

Definicao 12. Negacdo Fuzzy e Negacao Fuzzy Forte: (KLEMENT; MESIAR; PAP,
2000) A fungdo N : U — U é uma negacao fuzzy se

N1 : NO)=1eN(1) =0y
N2 : Se x > y entdo N(x) < N(y), Vx,y € U.

(BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003) Uma negacdo fuzzy se satisfaz a propriedade
involutiva N3 é chamada de negacdo fuzzy forte .

N3 : N(N(x)) = x, Vx e U.
Além disso, uma negagdo fuzzy é continua e estrita quando:

N4 : Se x > y entdo N(x) < N(y), Vx,y € U.

Verifica-se facilmente que toda negacado fuzzy forte € estrita. Um elemento e € U
€ dito ser ponto de equilibrio se N € a negacdo fuzzy N e N(e) = e. Se N € uma negagao
fuzzy estrita, entdo existe um dnico ponto de equilibrio ey € U e admite N(x) > ey, para
todo x < ey. Por outro lado, tem-se N(x) < ey, para todo x > ey.

Prova. Seja ey um ponto de equilibrio para a negacdo fuzzy N tal que x > ey. Entdo
N(x) > N(ey) = ey. Suponha ey’ seja outro ponto de equilibrio para a negacdo fuzzy N
tal que ey’ < ey. Logo, N(ey) > N(ey)', 0 que significa ey < e},. Portanto ey’ = ey. De
forma andloga se prova a construgcdo para ey’ > ey.

3.2.1 Exemplos de Negacao Fuzzy

Apresentam-se a seguir as principais defini¢des de negacdo fuzzy e alguns de seus
relacionamentos ja estabelecidos na literatura.

Exemplo 1. Um tipico exemplo de uma negacdo fuzzy forte é Negagdo Complementar
ou Negagdo Padrao, ou seja, é a fungcdo dada por

Nc(x)=1-x (3.5)

Exemplo 2. As Negacoes de Gadel, as quais sdo negacoes fuzzy, mas ndo sdo estritas e
nem fortes. Em (FODOR; ROUBENS, 1994), estdo definidas as funcoes denominadas

0, sex>0

Npi(x) = { L sex=0: (3.6)
1, sex<1

Npo(x) = { 0 sex=l: (3.7)

Exemplo 3. Sendo T e S, respectivamente a t-norma e a t-conorma. A fung¢do Nr, Ny :

U — U é definida como

Nr(x) = sup{t € U|T(x,t) = 0}, (3.8)
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Ns(x) = inf{t € U|S(x,1) = 1}, (3.9)
sdo chamadas negacdo natural de T(Eq.3.8) e a negacdo natural de S (Eq.3.9),
respectivamente.

As seguintes condigoes sdo suficientes quando tem-se negagdo natural de t-normas
e t-conormas:

Proposicao 13. (BEDREGAL, 2009) As seguintes proposicdes sdo satisfeitas:

(i) N¢ é uma negacdo natural se Ty e é uma negacdo natural se S ;

(ii) N¢ é uma negagdo natural se a positiva t-norma T (t-conorma S 1);

(iii) Np, é uma negagdo natural se Tpy e Np, é uma negagdo natural se S p;
(iv) Nc é uma negacdo natural se T,y e é uma negagdo natural se S ;.

Observacao 3. Para qualquer t-norma T e t-conorma S, temos T(x,0) =0e S(x,1) = 1.
logo, tem-se que os conjuntos definidos pelas Eq. (3.8) e Eq. (3.9) sdo ndo-vazios.

Observe também que, se S(x,y) = 1 para algum x,y € U, entdoy > Ng(x) e
se T(x,y) = 0 para algum x,y € U, entdo y < Ng(x). Além disso, se 7z < Ny(x) entdo
T(x,z) = 0 e se qualquer 7z > Ng(x) entdo T(x,z) = 0, quando z, x € U.

Considerando duas negacdes fuzzy N; e N,, pode-se estabelecer a ordem parcial
definida como:
N; < N, se, para cada x € U, Ny (x) < Ny(x).
Observacao 4. Se N < N, e x >y entdo Ni(x) < N>(y).

3.3 Relacao de Dualidade entre t-normas e t-conormas

Definicao 13. (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003) Seja N uma negagdo fuzzy. A
fungdo S : [0,11*> — [0,1] é uma t-conorma se, e somente se, existe a t-norma T tal
que, para todo (x,y) € [0,11%, cada uma das seguintes equivaléncias sdo satisfeitas:

S(x,y) = N(T(N(x), N(y)), (3.10)

T(x,y) = N(S(N(x), N()). (3.11)

Se N é forte, a t-conorma dada por Eq.(3.10) é chamada de t-conorma dual de T
e, analogamente, a t-norma dada por Eq.(3.11) diz-se a t-norma dual de S.

Proposicao 14. Seja a negacdo padrdo, Ne(x) = 1 — x. (Ty, Sy), (Tp,Sp), (T1,SL) e
(Tp, S p) sdo pares de funcoes duais em relagcdo a N¢.

Prova. (i) (T, S ») € par dual:

1-Ty(1-x,1-y)

I —min(1 —x,1-y)
max(l — (1 -x),1—(1-y))
max(x,y) = S p(x,y)
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(ii) (Tp, S p) € par dual:

1-Tp(l-x,1-y) = 1-(1-0.-y)
= 1-(1-x—-y+xy)
= 1l-1+x+y—xy=3Spxy)

(iii) (T, S 1) é par dual:

1-S,1-x1-y) = 1-min((l-x)+(1-y)—(1-1),(1 -0))
= max(1-(1-x)+1-(1-y)—-1-(1-1),1-(1-0))
= max(x+y—1,0) =Tr(x,y)

(iv) (Tp, S p) € par dual:

a)TD(x’y) = Oa (-xay)e[oal[z
= 1-0=1=Spxy)

b)Tp(x,y) = min(l —x,1-y)
= max(1-(1-x),1 —(1-y))
= max(1-1+x,1-1+y)
= max(x,y) = Sp(x,y)

3.4 Automorfismos

Para o desenvolvimento deste trabalho é de fundamental importancia o estudo de
automorfismos. Automorfismos sdo fungdes bijetoras em U que preservam a ordenacao
natural. Os automorfismos atuam nas funcdes gerando novas funcdes e preservando suas
propriedades. (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003; KLEMENT; NAVARA, 1999;
NAVARA, 1999). O conjunto de todos os automorfismos € um grupo sob a composi¢ao
de fun¢do e uma estrutura fundamental para a representacao dos teoremas relacionados
com os conectivos fuzzy.

Definicao 14. (BEDREGAL et al., 2007) Automorfismo: A funcdo ¢ :U — U éum
automorfismo se, e somente se, é bijetora e monotonica: x <y = ¢(x) < ¢(y). Ou seja,
¢ € uma fungdo continua e estritamente crescente, tal que: $(0) =0 e ¢(1) = 1.

Um automorfismo ¢ atua em uma funcao fuzzy f : U" — U, da seguinte forma:

Frs e x) = @7 (Fx), - (x)). (3.12)

Seja Aut(U) o conjunto de todos os automorfismos definidos no intervalo unitario U,
e seja o a operagao de composi¢ao de funcdo em U. (Aut(U),o) é um grupo. Logo,
automorfismos sao fechados para a composi¢do em U: ¢ 0¢, € Aut(U), Ve, ¢ € Aut(U).

E ainda, o inverso de um automorfismo ¢, representado por ¢~' é também um
automorfismo U: o ¢p~! = ¢~ 0 ¢ = id(U)

Definicio 15. Fungées Conjugadas: (BUSTINCE et al., 2009) As funcées fi, f» : U*> —
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U sdo denominadas fungées conjugadas se existe um automorfismo ¢ : U — U tal que
fr = fl.para todo xi, % € U, folx1,x2) = ¢7' (i(@(x1), 6(x2).

Observa-se que f, = f1¢ e fi = 2¢ s

Exemplo 4. A funcdo ¢ : U — U definida por ¢(x) = X" sempre que n é um niimero
natural, é um automorfismo. O automorfismo inverso corresponde a fungédo ¢~' : U — U,
definida por ¢~'(x) = Vx.

3.4.1 Automorfismo e Norma triangular

Pela proposicdo a seguir, observa-se que os automorfismos preservam as t-
conormas.

Proposicao 15. Seja T uma t-norma e ¢ um automorfismo, entdo tem-se:

T(x,y) = ¢~ (T($(x), $()) (3.13)

é também uma t-norma.

Prova. Vx,ye€|[0,1] ¢ uma t-norma.

¢ (T($(x), (1))
¢ T(p(y), $(x))

T%(y,x), logo é T? comutativa.

()  T'xy)

T(x, ¢ (T($(), $(2))

= ¢ ' (T(¢p(x), 0.9 (T($(y), $(2))

= ¢ ' (T(Px), (TP, $(2))

= ¢ 'T(T($(x), (»), $(2))

= ¢ 'T(¢.07 (T($(x), $(»)), $(2))

= T (T($(x), p(1)), 2)

= T%T%x,y),z), logoéT? associativa.

(T)  T'(xT°(,2)

(T3) Se x1 < xp, entdo ¢(x1) < ¢(x;) e tem-se que

¢ T(d(x1), $(7))
¢ T(p(x2), $(»))

T(x2,y, logo T? é monoténica no 1° argumento.

T¢(-x1 5 )7)

IAN NI

e de forma andloga: sempre que y; < y,, tem-se  ¢(y1) < ¢(y2)

¢ T(P(x), (1))
¢ T(p(x), p(32))

T?(x,y,) logo, T? é monoténica no 2° argumento.

T¢(-x, )’1)

IA
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(Ty)  Tx, 1) = ¢ 'T(px),4(1))
= ¢ (T(p(x), 1))
= T%¢(x))

= x, logo 1é o elemento neutro para T?.

Proposicao 16. (ACZEL, 1996; SCHWEIZER; SKLAR, 1983) A t-norma continua é es-
trita se, e somente se, existe um automorfismo ¢ de tal forma que T(x,y) = ¢~ (d(x)-d(y)).

3.4.2 Automorfismo e Conorma triangular

A préxima proposi¢do mostra que os automorfismos preservam as t-conormas.

Proposicao 17. Seja S uma t-conorma ¢ um automorfismo, entdo tem-se:
§(x,y) = ¢~ (S (9(x), 6(»)) (3.14)

€ também uma t-conorma.

Prova. Vx,ye€[0,1] ¢é uma t-conorma.

(S1) Sy = ¢S, 6(»)
¢~ (S (B(), (X))

S%y,x), logoS? é comutativa.

S%x,¢7'(S(9(y). (2))

= ¢ (S, 0.47' (S (@), 4(2)

= ¢ (S($(x), (S (B0, p(2))

= ¢TSS (), 90, $(2)

= ¢7'S(¢.97 (S(¢(x), (). $(2))

= S%¢ (S (@(x). (). 2)

= S%S?%x,y),z), logo S? é associativa.

(S2)  S'(xS%(2)

(S3) Se x1 < xp. Entdo ¢(x1) < ¢(xy).

¢S (¢(x1), ()
¢7'S (¢(x2), p(»))

S?%(x3,y), logo S? é monotonica no 1° argumento.

S%(x1,)

I IA

e de forma andloga:S?(x,y;) < S?(x,y,) sempre que y; < y,

¢S ($(x), (1))
¢S ($(x), $(12))

S?(x,y,), logo S? é monotonica no 2° argumento.

S%(x, )

I IA
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(S S%x,00 = ¢7'S(p(x), $(0))
¢~ (S (¢(x), 0))
S (¢(x))

x logo 0 é o elemento neutro para S°.

Proposicao 18. (ACZEL, 1996, SCHWEIZER; SKLAR, 1983) A t-conorma continua é
estrita se, e somente se, existe um automorfismo ¢ de tal forma que S (x,y) = ¢~ ($(x) -

d(y)).

3.4.3 Automorfismos e Negacoes Fuzzy

Nesta secdo sdo estudados os principais resultados ja conhecidos na literatura so-
bre a acdo de automorfismos em negacao fuzzy, para fundamentacio desta proposta de
trabalho.

Proposicao 19. (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003)[Teorema 2] Sejam T uma t-
norma continua e N uma negagdo fuzzy. Para todo x € U, T(x,N(x)) = 0 se, e somente
se, existir um automorfismo ¢: U — U tal que

T(x,y) = ¢~ (max(¢(x) + ¢(y) = 1,0)), e N(x) < ¢™'(1 = ¢(x)).

Proposicao 20. (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003, Teorema 0) N é uma negagdo
fuzzy forte se, e somente se houver um automorfismo ¢ :U— U de tal forma que

Nx) = Ni(x) = ¢7'(1 - p(x)) (3.15)

Proposicao 21. Seja N uma negacdo forte, entdo ¥Yx € [0,1] a Eq.3.16 também é uma
negacdo forte:

N(x) = ¢~ (N(¢(x)) (3.16)

Prova. Para ser uma negacdo forte, as propriedades N1,N2 e N3 devem ser satisfeitas,
entdo:
(N1) N%(0) = ¢~ (N(¢(0)) = ¢~ (N(0)) = ¢~ (1) = 1

e N(1) = ¢~ ' (N(#(1)) = ¢ (N(1)) = ¢7'(0) = 0

(N2) Seja x <y. Entdo ¢(x) < @(y).
Logo N’(x) = ¢~ (N($(x)) = ¢~ (N(¢(») = N*(y)

(N3) NY(N?(x)) = N?(¢~ (N(¢(x)) = ¢ (N(¢.¢" (N(@(x))) = ¢~ (N(N(p(x))) = p.¢~" = x

A seguir, mostra-se que a classe de negacodes fuzzy(estritas, fortes) ¢ fechada
sob a acdo de um automorfismo (BEDREGAL, 2010). Negagdes fuzzy fortes sdo
transformacdes monétonas da negacao padrao.

Definicao 16. (BAETS, 1997, Definition 12) Sejam N uma negagdo fuzzy forte em U e
as funcoes f, fy : U" — U . A funcdo fy denota a N-dual de f sendo definida pela
expressdao:
Iv(xi, X2, o) = N(F(N(x1), N(x2), . ..., N(xp))). (3.17)
Observe que, como N € involutiva, fy, = f, ouseja, f € a N-dual de fy. Além
disso, tem-se que f, fy sdo chamadas fun¢des mutuamente duais.
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3.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo foram estudadas as func¢des de agregacao da légica fuzzy (normas
e conormas triangulares) e a negacao fuzzy. Verificou-se a relacdo de dualidade entre
t-normas e t-conormas, apresentando-se exemplos basicos de t-normas, t-conormas e de
negacoes. A relacdo de dualidade entre funcdes e a agdao de automorfismos na constru¢ao
de fun¢des conjugadas também foram descritas, por serem revelantes para andlise de pro-
priedades algébricas relacionadas com o estudo das implicacdes fuzzy estudas no préximo
capitulo.
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4 IMPLICACOES FUZZY

Neste capitulo considera-se o estudo das implica¢des fuzzy, suas propriedades e
mais precisamente, caracterizagdes de algumas classes de implicacOes fuzzy. Esta dis-
cussdo concentra-se, principalmente, na anélise de propriedades algébricas de quatro im-
portantes classes de implicagdes fuzzy: S-implicacdes, R-implicagdes, QL-implicagdes e
D-implicacdes.

4.1 Definicao e Propriedades de Implicacoes Fuzzy

Definicdo 17. Uma funcdo I : [0,11*> — [0,1] é uma implicacdo fuzzy se verifica as
seguintes condi¢coes de contorno:

I1 1(1,1)=1(0,1)=1(0,0) =1 e I(1,0) =0

Portanto, uma implicacdo fuzzy é uma extensao da implicacao cléassica.

4.1.1 Propriedades das Implicacoes Fuzzy

Existem intimeras propriedades das implicacdes fuzzy apresentadas em (RUIZ-
AGUILERA; TORRENS, 2009; FODOR; ROUBENS, 1994; BACZYNSKI, 2004;
BACZYNSKI; JAYARAM, 2008a; BACZYNSK; JAYARAM, 2009; BALASUBRAMA-
NIAM, 2006; BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009a; BUSTINCE; BURILLO; SO-
RIA, 2003; BACZYNSKI; JAYARAN, 2007; FODOR, 1995; MAS; MONSERRAT;
TORRENS, 2007; MAS et al., 2007; SAINIO; TURUNEN; MESIAR, 2008; RUAM;
KERRE, 1993; YAGER, 2004a, 1983). As propriedades das implicagdes fuzzy relevan-
tes para este estudo, estdo enunciadas abaixo. Considere para tal que x,y,z € [0, 1]:

I2 Se x < zentdo I(x,y) > I(z, y)(antitonicidade no primeiro argumento);

I3 Se y < zentdo I(x,y) < I(x,2),Vx,y,z € [0, 1](isotonicidade no segundo argumento);
14 I(1, x) = x (principio da neutralidade);

IS I(x,1(y,z2)) = I(y, I(x, z)) (principio da troca);

I6 I(x,y) = I1(x,I(x,y));

17 I(x, N(x)) = N(x);

I8 Ni(x) =1(x,0) = x;
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I9 I(x,1) = 1 (dominancia da verdade do consequente);
110 I(x,y) > y;
I11 I(x,y) = I(N(y), N(x)) (simetria contrapositiva);
112 7(0,y) = 1 (dominancia da falsidade do antecedente);
113 I(x,y) > Ni(x);
114 I(x,y) =0 se,esomentese,x=1ey=0;
I15 S(x,N(x)) =1 (lei do terceiro excluido);
I16 I(x,y) =0 se x > y (principio da ordenacdo);
I17 I(x,x) =1 (principio da identidade);
I18 I(x,y) = 1 entdo x < y (condi¢ao de contorno).

A proxima definicdo mostra que € possivel definir uma negacao fuzzy a partir de
uma implicagdo fuzzy.

Proposicio 22. (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008a) Se I : U* — U é uma implicacdo fuzzy
satisfazendo a propriedade 11: entdo N; : U — U, definida por N;(x) = I(x,0), é uma
negacdo fuzzy.

4.2 Principais Classes de Implicacoes Fuzzy

Esta sec@o apresenta as principais classes de implicagdes referenciadas e estudadas
na literatura da 4rea.
4.2.1 S-Implicacoes

Segundo (RUIZ-AGUILERA; TORRENS, 2009),(BACZYNSKI; JAYARAM,
2008a) uma S-Implicacdo € uma generaliza¢do para o intervalo unitdrio, da condicional
da l6gica proposicional cldssica dada pela expressdo:

p—>qg=-pVg, 4.1)

onde os conectivos V (ou) e — (ndo) representam as operacdes de conjun¢do e negacao
l6gica Booleana, respectivamente.

Definicao 18. Seja S uma t-conorma e N uma negagdo forte, entdo uma S-implicagdo é
uma implicagdo definida pela expressdo:

Isn(x,y) = S(N(x),y), ¥Yuxy € [0,1] (4.2)
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4.2.1.1 Propriedades de S-implicacoes

Proposicao 23. (BACZYNSKI; JAYARAN, 2007, Teorema 1.7) A funcdo I : U> — U é
uma S- implicacdo fuzzy forte se, e somente se, I satifaz as propriedades 12, 13, 14, I5 e
111:

Na sequéncia, a Proposi¢ao 24 apresenta a condi¢ao para que uma S-implicacao
gere uma negacgao fuzzy forte, de acordo com a Proposi¢do 22

Proposicio 24. (BACZYNSKI; JAYARAN, 2007, Teorema 1.8) Seja I : U* — U uma S-
implicagdo. Ny, € fuzzy forte se, e somente se ,Is y satifaz a propriedade 18.

Prova. (=) pela Proposicdo 23, Is y satisfaz as propriedades 12-15. Supondo que Is y
satisfaz a propriedade 18.Logo, por Eq. 4.3 e Eq. 4.4:

Is n(x,0) = S(N(x),0) = N(x) 4.3)

N(N(x)) = NU(x,0)) = N(S(N(x),0)). (4.4)
Tem-se entdo que:

Nig(Nig o (x)) = I n(Isn(x,0),0)
= S(N(Usn(x,0)),0)
= SN (N(x)),0),0)
= S((N(N(x),0)
= Sx,0=0

(<)A prova inversa é andloga.

Proposicao 25. A funcdo I : U*> — U é uma S- implicagdo fuzzy entdo Iy satifaz as
propriedades 19-114 :

Prova. Sejam x,y,z € [0, 1] e N uma negacdo fuzzy forte:
(19) Isn(x,1) = S(N(x), 1) = 1
(I10) Isn(x,y) = S(N(x,y)) 2 S(N(1),y)) = §(0,y)) > y
(111) Anteriormente demonstrada na Proposicdo 23
(112) Is5(0,x) = S(N(0),x) =S(1,x) =1
(I13) Isn(x,y) 2 S(N(x),y) 2 S (N(x),0) = Isn(x,0) = Ny(x)
(114) I(x,y) =0 se, e somente se, x =1ey=0
Sex=1 e y=0 entdo Isy(1,0) = S(N(1),0) = S(0,0) = 0 Se Isny(x,y) =0
entdo S (N(x),y) =0, logo S (N(x),y) = §(0,0). Portantoy =0 e N(x)=0—-> x=1

4.2.2 QL-Implicacoes

Se S uma t-conorma, T uma t-norma e N uma negacao forte, entdo V x,y € [0, 1],
uma QL-implicacdo é uma implica¢do definida por:

Isnr(x,y) = S(N(x), T (x,)) (4.5)
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As QL-implicacdes estendem a nocao de implicacao da l6gica proposicional, dada
pela expressao:
~pV(pAq)
onde, os conectivos V (ou) disjuncdo e A (e) conjungdo sdo representadas, respectiva-
mente, pelas operagdes de mdximo (unido) e de minimo (intersec¢do), € - (ndo) negacao
pela negacao padrao fuzzy.

4.2.2.1 Propriedades de QL-implicacoes

Proposicio 26. Seja I : U> — U uma implicacdo fuzzy forte. I é uma QL-implicacdo
entdo as propriedades 12, 13, 14,17 e 112 sdo satisfeitas:

Prova. Considerando Is y7 = S(N(x),y)), sempre que x,y,z € U, segue-se que:
(I12) Se x < z, entdo

Lnr(x,y) = S(NWX),T(x,y))
> S(N@),T(x,y)) (troca do 1° argumento)
> S(N@),T(zy) = ILsnr(zy).
(I3) Se y < z, entdo
Lnr(x,y) = S(NWX),T(x,y))

IA

S(N(x),T(x,2))

Is n7(X,2).

(I4)

Isyr(1,x) = S(N(),T(1,x))
= S0,7T(1,x)) (porTs)
= SO,x) (porSs3)

X.

(I7) Seja N uma negagdo forte, tem-se que:

Liyr(x,N(x)) = S(N),T(x,N(x))) (porEq4.5)
= S(N(x),0) (porSs;)
= N(x).

(112) Seja N uma negagado forte, tem-se que:

Isn7(0,y) S(1,7(0,y)

S(1,0) =1

Proposicao 27. Se uma QL-implicacdo satisfaz a simetria contrapositiva, com respeito a
propriedade (I11), entdo S (x,N(x)) =1 , Vxe U.
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Prova. Seja Isn7(x,y) = S(N(x),T(x,y)) satisfazendo a simetria contrapositiva.

S(x,N(x)) = S(Nx),x) (comutatividade da S)
= S(N(x),T(x,1)) (elemento neutro na T e definicdo de QL-implicacdo)
= I(x,1) = I(N(1), N(x))
= 1(0,N(x)) (definicdo de QL-implicacdo)
= S(N(0),T(,N(x))
= S(,T0,N(x)) (elemento absorvente da T)
= S§(1,0) (elemento neutro da S)
=1

Proposicao 28. Se Is yr satisfaz 12, entdo : S (x, N(x)) =1

Prova. Seja Is yr satisfazendo 12, ou seja, x <z — I(x,y) > I(z,y), Vx,y e U
IS,N,T(-X’ )’) = S (N(X), T(-xa )’))
= S(N(x),T(x,1)) (elemento neutro daT)
= I(x,1) (definicao de QL-implicacdo)
> Isnr(1,1) (definigdo do dominio U = [0, 1])
=1
Logo, verifica a lei do terceiro excluido.

Proposicao 29. Se Is y 7 satisfaz 19, entdo : S(x,N(x)) = 1,Vx e U

Prova. Seja I uma QL-implicagdo, tal que I(x,1) = 1. Entdo,S (x, N(x)) = S(N(x),x) =
S(Nx),T(x, 1)) = Isnr(x, 1) =1

Proposicao 30. Seja Ty, uma t-norma minima, uma negacdo fuzzy forte e S uma t-
conorma satisfazendo S(x,N(x)) = 1. Entdo a correspondente QL-implicacdo Is 7,
¢ dada por:

1, sex<y
o = { SINGYLY). e (+0)

Prova. Considere primeiramente que x < y. Tem-se:

Is N1y (X, y) = S(N(X), T(x, )

S(N(x), Tu(x,y)) = S (N(x), min(x, y))
S(N(x),x) comutatividade da S
S(x,Nx)) =1

Agora, seja x,y € U tais que x > y. logo, tem-se que:

S(N(x), Ty(x,y))
S (N(x), min(x, y)) = S (N(x), y)

Is n7, (X, Y)
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Proposicao 31. Seja Is, ny uma QL-implicagdo. Entdo, as seguintes proposi¢coes sdo
vdlidas:

@) Is,nr(x,N(x)) = N(x) e
(i) I5,nr(x,y) = 1 se, e somente se x =0ex =y =1

Prova. (i)Seja I uma QL-implicagcdo sendo S a t-conorma do mdximo.

Su(N(x), T(x, N(x))

Is,,nr(x, N(x)))

= Su(N(x),0) (definiciodaT (p A-p=20))
= S(Nx),T(x,1))

= max(N(x),0), (xe€][0,1])

= N(x)

(ii) (=) Is,,n7(x,y) = 1 se, e somente se, x =0ex =y =1

a)Sex=0
Is, ,n7(0,y) = Su(N(),T(,y)) (0é o elemento absorvente daT)
= Su(1,0) =max(1,0) =1
b)Sex=y=1

Su(N(),T(1,1)) = Su(,1)
max(0,1) =1

I nr(1,1)

(<)a volta é andloga.
Proposicao 32. (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008b, Teorema 2.6.19) Seja I : U*> — U uma
QL-implicacdo. I satisfaz IS se e somente se I é uma S -implicacdo.
4.2.3 D-Implicacoes
Seja S uma t-conorma, T uma t-norma e N uma negacdo forte, entdo

¥V x,y € [0, 1] uma D-implicacdo fuzzy € uma implicagdo fuzzy, dada por:

Isrn(x,y) = S(T(N(x), N()), ) 4.7
Uma D-Implicagdo é uma generalizagdo para o intervalo unitario, da condicional
da 16gica proposicional cléssica, dada pela expressao:
p—=q=(EpA-g Vg
4.2.3.1 Propriedades de D-implicacoes

Proposicao 33. Uma D-implicacdo corresponde a contraposicdo de uma QL-implica¢do
com relagcdo a negagao forte N.

@) Isrn(x,y) = N5 nr(N(y), N(x))
@) Isnr(x,y) = NUs r.n(N(y), N(x))
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Prova. Seja Is yr(x,y) uma QL-implicagdo e
Is 7.y uma D-implicagdo.

a)ls 7 n(N(y), N(x))

S(T(y,x),N(x)) (comutatividade da SeT)
S(N(X)T(x,y)) = Is nr(x,y)

b)s nr(N(y), N(x)) S(N(N(»), T(N(y), N(x)))
Sy, T(N(y), N(x)) (comutatividade da S e T)

S(T(NX), (NO)),y) = Isr.n(x,y)

Portanto, verifica-se que a cada QL-implicacdo é possivel determinar a sua
contra-positiva, que serd uma D-implicagdo..

Proposicao 34. Seja T uma t-norma , S uma t-conorma e N uma negacdo fuzzy forte.Se
1 é uma D-implicacdo satisfazendo a propriedade 12 (monotonicidade do segundo argu-
mento), entdo tem-se: S (x, N(x)) = 1,¥x € [0, 1] (principio do meio excluido).

Prova.
S(x,N(x)) = Sx,T(N(x),1)) (comooneutrodaTé1l, aplicou-se umaT)
= S, T(N(x),N()) (comutatividade da S e T)

= S(T(N(0),(N(x)),x) (definicao de D-implicacdo)
= Ip(0,x) > 1p(0,0) =1

Logo, S(x,N(x))=1

4.2.4 R-Implicacoes

Definicdo 19. (BEDREGAL et al., 2007) Seja T : [0,1]> — [0, 1] uma t-norma continua
a esquerda. A funcdo bindria I : [0, 11> — [0, 1] definida pela expressdo:

Ir(x,y) = sup{z € [0,1]|T(x,2) < y} (4.8)
é denominada R-implicacado.
Uma R-implicagdo pode ser indicada pela expressao  Iz(x,y) = I7(x,y)

4.24.1 Propriedades de R-implicacoes

Proposi¢io 35. (BACZYNSKI; JAYARAM, 2008b, Teorema 2.5.14) Se I : [0, 11> — [0, 1]
¢ um R-implicacdo fuzzy entdo I satisfaz a propriedade 118.

Exemplo 5. Considerando Ty/(x,y) = min(x, y), tem-se que:
I, (x,y) = sup{z € [0,1]] min(x,z) < y}

Proposi¢io 36. (BACZYNSKI; JAYARAM, 2009, Theorem3.16) Seja I : [0,1]*> — [0, 1]
uma implicagdo. As seguintes proposicoes sdo equivalentes:
(i) I é uma R-implicacdo gerada a partir de uma t-norma continua a esquerda;
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Tabela 4.1: Exemplos bdsicos de implicagdes e suas classes

Nome Representacdo da I(x,y) Classes Propriedades
Kleene-Dienes Ixp(x,y) = max(1 — x,y) S,QL 11,12,13,14,15.
Reichenbach Irc(x,y) =1 —x+xy S,QL 11,12,13,14,15.
Fukasiewicz I1(x,y) = min(1 —x+y,1) S.R,QL 11,12,13,14,15,117,118.
L sex <y
Fodor Irp(x,y) = { max(l — x.y}.  cc. S,QL 11,12,13,14,15,117,118.
v, se x = 1;
Dubois-Prade  Ipp(x,y)={ 1—x, sey=0; S,QL 11,12,13,14,15,117.
1, x<landy>0
.. L sex<y;
Godel Igp(x,y) = { V. sex>y R 11,12,13,13,14,117, 118.
1, sex<y;
Goguen IgG(x,y) = { o sex >y, R 11,12,13,13,14,117
Early Zadeh L,(x,y) = max(1 — x, min(x, y)) S, QL 11,12,13,14,15,117,118.
- Ink(x,y) = max(1 -, y) QL 11,12,13,14, 15
Weber Ipa(x,y) = { ; sk QL TLI2I3,1314117.

(ii) I satisfaz as seguintes propriedades: 14, 15, 117¢ 118, além de ser continua a direita
com respeito a segunda varidvel.

4.2.5 Exemplos de Implicacoes Fuzzy

A Tabela 4.1 apresenta uma lista de implicagdes fuzzy com suas respectivas
classes e suas propriedades, frequentemente referenciadas em (BACZYNSKI; JAYA-
RAM, 2008a; BACZYNSK; JAYARAM, 2009; SHI et al., 2008; BACZYNSKI, 2004;
BACZYNSKI; JAYARAM, 2008b).

A seguir, sdo apresentadas as representagdes explicitas (S e Ql-implicagdes) e
implicita (R-implicagdo) destas fungdes.

As Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4 apresentam exemplos de QL-implica¢des, S-implicagcdes
e de R-implicacdes. Neste caso, apresentam-se as correspondentes funcdes de agregacao
e negacdo que determinam a representacdo explicita ou implicita de cada implicagcdo
fuzzy. Consideram-se os exemplos apresentados no Capitulo 3. (BACZYNSKI; JAYA-
RAM, 2008a; BACZYNSK; JAYARAM, 2009; SHI et al., 2008; BACZYNSKI, 2004;
BACZYNSKI; JAYARAM, 2008b; REISER et al., 2008; BACZYNSKI; JAYARAN,
2007).

Observe na tabela 4.4 considerando S y(x,y) = max(x,y) e N(x) = 1 — x, tem-se
que a implicacao de kleene-Dienes pode ser explicitamente descrita pela expressao de um
S-implicacao:

Ixp(x,y) = max(1 = x,)
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Tabela 4.2: Exemplos basicos de QL-implicagdes e seus agregadores basicos

S T N Isnr
St Ty Nc Ikp
St Tp Nc Irc
St Ty N¢ I
Sm Ty Nc Irp
Sp Tp N¢ Ipp
S m Ty Nk Ik
Sp Ty Np» Ip>

Tabela 4.3: Exemplos basicos de R-implicagGes e seus agregadores basicos

T Iy Nome

T,.M Irp Fodor

T; Ik Lukasiewicz
TM Igp Godel

Tp Icc Goguen

Tabela 4.4: Exemplos basicos de S-implicagoes e seus agregadores basicos

S N Is nr Nome

S um Nc¢ Ixp Kleene-Dienes
Sp Nc Irc Reichenbach
St Nc 1 Lukasiewicz
S Nc Irp Fodor

Sp N¢ Ipp -

Swm Ng Ik -
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Nesta mesma tabela, verifica-se que a implica¢do de LuKasiewics que € igual ao minimo
entre 1 e 1-x+y é uma S-implicagdo, ou seja, I (x,y) = min(1,1 —x+ y):

S(N(x),y)
S —-x,y)=min(l —x+y,1)

ISN(X,)’)

Na tabela 4.2, sejam: S(x,y) = Sp(x,y) = x + y — xy (apresentada na Tabela
3.2); T(x,y) = Tp(x,y) = x.y (apresentada na Tabela 3.1) e N(x) = Np, ( descrita
no exemplo 1 na secdo 3.2.1.). Entdo a implicacdo de Weber pode ser explicitamente
representada como uma QL-implicagdo determinada por estas funcoes de agregacdo de
Godel:

SP(NDZ(-X)’ TM(X’ )’))
Npa(x) + Ty(x,y) — Npo(x).min(x, y)

IDZ(X’ y)

Ouainda,y=x,sex=1;e 1+ min(x,y)—min(x,y)=1,sex<y.

Na Tabela4.3, mostra-se que a Implicagdo de Godel tem uma representacdao
implicita, ou seja, I € uma R-implicacio se considerarmos a t-norma 7'y,

I, Sex<y
Y, C.C;

IG(X’)’) = {

Mais detalhadamente, considerando a t-norma 7y, (x,y) = min(x,y) e a definicdo de R-
implicagdo, tem-se que:

(1) x < y,logo T(x,1) < y. Portanto sup{t € [0,1] | T(x,t) < y} = 1. Sejam,
Ig(x,y) = 1se x < y.

(i1)x > y. Neste caso, consideram-se duas analise:

a) x <t eT(x,t)=min(x,t) = x <Yy, 0 que resulta numa contradi¢do; e

b) x> t,eT(x,t) =t <y. Logo sup{t € [0,1]| T(x,t) <y, ouainda I(x,y) = y}

Portanto, por (1) e (i1) a implicagdo de Godel é uma R-implicagdo.

4.3 Automorfismos e Implicacoes Fuzzy

Considerando que os automorfismos podem gerar novas implicacoes, as quais pre-
servam importantes propriedades algébricas, esta secdo apresenta um estudo da acdo de
um automorfismo sobre as principais classes de implicacdo fuzzy.

4.3.1 Automorfismos agindo sobre S-implica¢oes

Na seguinte Proposicdo, serd mostrado como um automorfismo age nas S-
implicacdes , gerando novas S-implicacoes .

Proposicao 37. (BEDREGAL et al., 2010) Seja ¢ : U — U um automorfismo e Isy :
U? — U uma S-implicacdo . Entdo I?’N : U? — U é uma S-implicacdo, definida por

Ig = Iso o (4.9)
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Prova. Considerando x,y € U, segue-se que

¢~ Us n((x), §(1)))

= ¢ (SIN(B(x), p()))

= ¢7'(S(¢o ¢ (N(BX))), ()
= ¢ (S@IN? (X)), ¢(x,y))

= SUN?(x),y) = Lgo yo(x, ).

Ig (x,)

A partir da Proposicdo 37 a comutatividade da Classe das S-implicacdes sobre a
acdo de um automorfismo ¢ é representada no diagrama da Fig. 4.1

Eqg.(4.2
Cs) x oy — 2442 Cs.)

Eq.(3.14), Eq.(3.16) Eq.(3.12)

Eq.(4.9)

C(S?) x C(N?) C(s )

Figura 4.1: Comutatividade da classe das S-implicag¢des sob a agdo de um automorfismo

¢

4.3.2 Automorfismo agindo sobre QL-implicacoes

Proposicao 38. Seja Is 7 uma QL-implicagdo onde T é uma t-norma continua e estrita.
Entado existe um automorfismo ¢ : U — U tal que

= (4.10)

S,N,T S¢.No T

Iy = ¢ (SIN@), T($(x), 6)) @.11)

Considerandox, y € U, segue-se que:

Prova.

SYN?(x), T*(x, )

S~ (N(p(x)), ¢~ (T (¢(x), p(»)))
¢~ (S (N(@(x)), T(#(x)p()))
= I{y (x.y)

A partir da Proposi¢ao 38 a comutatividade da Classe das S-implicagdes sobre a
acdo de um automorfismo ¢ é representada no diagrama da Fig. 4.2

Nas proximas proposicdes sdao apresentadas outras andlises referentes a acdo de
automorfismos em QL-implicacoes.

Proposicao 39. (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003, Teorema 10) Seja Is y7 uma QL-
implicagcdo, onde T é uma t-norma continua dada por T(x, N(x)) = 0. Entdo existe um
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Eqg.(4.5
() x CV) x (1) —24 82 oo

Eq.(3.14), Eq.(3.16), Eq.(3.13) Eq.(3.12)

Eq.(4.12)

C(S?) x C(N?) x C(T?) CU yp)

Figura 4.2: Comutatividade da classe das QL-implicac¢des sob a acao de um automorfismo

¢

automorfismo ¢ : U — U tal que
Isnr(x,y) = S(NX), T (x,y)) e N(x) < N2(x). (4.12)

Tf(x, y) = ¢~ (max(¢p(x) + ¢(y) — 1,0)) é o automorfismo ¢ agindo sobre a t-norma
de Lukasiewicz .

Corolario 2. (BUSTINCE; BURILLO; SORIA, 2003, Coroldrio 6). Seja Isyr uma
QOL-implicacdo, onde T é uma t-norma continua dada por T(x,N(x)) = 0. Entdo
Is n7(x, N(x)) = N(x), Yx € U.

Proposicao 40. (MAS; MONSERRAT; TORRENS, 2007) Seja Is y+ uma QL-implicagdo,
onde N = Ng. Entdo existe um automorfismo ¢ : U — U tal que

Is nr(x,y) = ¢~ (min(1 = ¢(x) + $(T(x, ), D)) = ¢~ (1 = ¢(x) + $(T(x,y)).  (4.13)

Proposicao 41. (SHI; RUAN; KERRE, 2007, Theorem 15). Seja ¢ e ¢’ um automorfismo

em U tal que a QL-implica¢do gy .+ satisfaz a Propriedade 110 se, e somente se, N
L>"7 L

satisfaz

N&(x) < N(x) < N2 ().

el SN pode ser representada como

NGO, T} (x,y) = 0;
Igo npr () =1 3 0<T](x,y) < Ne(x);
L, T} (xy) 2 NAW).

4.3.3 Automorfismos agindo sobre D-implica¢oes

A seguir, mostra-se que a acao de um automorfismo preserva uma D-implicacdo.

Proposicio 42. Seja ¢ : U — U um automorfismo e I : U*> — U uma D-implicacdo .
Entdo I : U? — U também é uma D-implicagdo.

Prova. Isto é suficiente para verificar as seguintes equacoes:
I§ (%, 3) = SUTAN (), N* (1), ¥) (4.14)

Considerando x,y € U, tem-se que
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I vy =67 Us (@), 6(1)))
= ¢! (S(T(N((x), N¢(»)), 6(»))
= ¢~ (S(T($(¢™ (N(X)))). $(¢~ (Np(»)))), B(Y) pela bijetividade de ¢
= ¢~ (S (B(x), Np((¢™ (T ((N*)(x)), (N’ ())))). (1))
= SUTH(N*(x), N*()), )

A contrapositiva das implicagdes discutidas nas Proposicoes 39, 40 e 41 podem
ser combinadas para o caso das D-implicagdes.

A partir da Proposicao 42 a comutatividade da Classe das D-implicacdes sobre a
acdo de um automorfismo ¢ é representada no diagrama da Fig. 4.3

Eqg.(4.7
C($) x O(T) x CN) —24 4D e

Eq.(3.14)Eq.(3.13), Eq.(3.16) Eq.(3.12)

Eq.(4.14)

C(s*) x C(T?) x c(N*) —L2 2 et )

Figura 4.3: Comutatividade da classe das D-implicac¢des sob a acdo de um automorfismo

¢

4.3.4 Automorfismos agindo sobre R-implicacoes

Proposicao 43. Seja Ix(x,y) uma R-implicacdo e T uma t-norma continua a esquerda.
entdo existe um automorfismo ¢ : U —-U, tal que

Iy(x,y) = sup{z € [0,1]] T%(x,2) < y} = Ire(x,y) (4.15)
Prova. Vx,ye U, tem-se que:

Iyxy) = ¢ ' Ur(g(x), ¢(1))
= ¢ 'sup{z € [0, 11| T(¢(x),p(2) < ¢(») }
= supfz € [0,1]] ¢ (T(¢(x),$(2)) < $() }
= supfz € [0,1][(T%(x,y)) < y}
= Ire(x,y)

A partir da Proposi¢ao 43 a comutatividade da Classe das R-implica¢des sobre a
acdo de um automorfismo ¢ é representada no diagrama da Fig. 4.4

4.4 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou as principais classes de implicacdo fuzzy, as quais po-
dem ser obtidas a partir da representacao explicita e implicita baseadas em agregadores e
negacoes fuzzy. Também mostrou-se que os automorfismos preservam as principais pro-
priedades e estas representagdes. O proximo capitulo apresenta as implicagdes, que nao
podem ser classificadas nesta representacao.
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Eqg.(4.8
C(T) 9.45) Cly)

Eq.(3.13) Eq.(3.12)

Eq.(4.15)

c(T?) C()

Figura 4.4: Comutatividade da classe das R-implica¢des sob a acdo de um automorfismo

¢
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5 REPRESENTACAO AXIOMATICA DE
IMPLICACOES FUZZY

A necessidade de representar a experiéncia e habilidade (expertise) de um perito
na modelagem de sistemas especialistas deve-se ao fato de que grande parte do corres-
pondente conhecimento consiste em uma sequéncia de declaracdes, as quais podem ser
interpretadas a partir da formalizacdo e estudo de implicacdes em sistemas de inferéncia
baseados em logica fuzzy.

O conhecimento que se tem de sistemas complexos € muitas vezes incompleto, e,
por conseguinte, tem-se de confiar nas declaracdes de peritos. Essas declaracdes sdao ge-
ralmente formuladas ndo em termos matematicos, mas pelo uso de palavras na linguagem
natural. Para modelagem destas situacdes, diversos operadores de implicacdo fuzzy t€ém
sido propostos, a maioria deles se encaixam em uma das duas classes:

(i) operacdes de implicacdo que sdo baseadas em uma representacdo explicita de uma
implicacdo, em termos de fun¢des de agregacdo (t-normas, t-conormas, uninormas,
uniconormas, t-seminormas, t-semiconormas) e fungdes de negacio fuzzy;

(ii) operagdes de implicacdo fuzzy baseadas em representacdo implicita, envolvendo
além de funcgdes de agregacdo e negacoes fuzzy, também outras funcdes (supremo,
infimo, minimo ¢ maximo).

No entanto, uma significativa amostra de operacdes de implicacao fuzzy nao po-
dem ser naturalmente representadas considerando apenas estas duas classes. Para des-
crever essas operagoes, em (HATZIMICHAILIDIS; KABURLASOS; B. K. PAPADO-
POULOS, 2006), foi proposta uma nova classe de operagdes de implicacdo chamada A-
implicagdes cuja representagdo deve ser axiomaticamente descrita.

Neste contexto, a Logica Fuzzy tem-se mostrado uma metodologia para formalizar
tais declaragdes. A importancia de uma formalizacdo e um estudo tedrico baseado na
axiomatizagdo para representacao de implicacdes fuzzy justifica os estudos apresentados
neste capitulo(TRILLAS; VALVERDE, 1985; YAGER, 2004a).

Na proxima sec@o, mostra-se que a implicacdo de Yager(YAGER, 1980) satisfaz
muitas das propriedades apresentadas na Secdo 4.1.1, incluindo neste capitulo outras pro-
priedades importantes para representacao baseadas em axiomatizagao.

De forma andloga, a implicacdo G, e vdérias outras operagdes de implicacao
frequentemente utilizadas, também satisfaz muitas destas propriedades, mas nio per-
tencem as classes de implicacdes com representacao explicita ou implicita. A classe
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das Gj-implicagdes fuzzy foi introduzida em (HATZIMICHAILIDIS; KABURLA-
SOS; B. K. PAPADOPOULQS, 2006), mostrando que nao pertence as classes das §-
implicacdes, QL-implicagcdes e das R-implicacdes fuzzy.

Na sequéncia, outras propriedades de implicagdes fuzzy serdo consideradas, as
quais sdo relevantes para a axiomatizag@o proposta em (TURSKEN; KREINIVICH; YA-
GER, 1998) na representacao das A-implicagdes. Para tal, seja T uma t-norma:

119 : I(x,T(y,2) = TU(x,y),1(x,72));
120 : I(T'(x,y),2) = I(x,1(y,2));

121 : T((x,y), I(N(x),y)) = y;

122 : T(1(0.5,y),1(0.5,y)) = .

Como ja discutido no Capitulo 3, desde que uma t-norma consistiu numa
generalizagdo da conjuncdo Booleana, tem-se que a Propriedade I19 estende a
interpretacdo da bicondicional Booleana: x — (y Az) = (x — y) A (x — 2), signifi-
cando que se x implica y A z, entdo x implica y e x implica z.

De forma andloga, na Propriedade 120, estende-se a bicondicional Booleana x —
(y = 2) = (x Ay) — 2). Assim, se x implica y A z, isso significa que, quando tem-se x,
entdo a partir de y, pode-se deduzir z, e vice-versa.

Na logica cléssica, pela Propriedade 121, se x implica que y implica z, entdo pode-
se dizer que a partir de ambos, x e y, pode-se deduzir z. Por outro lado, se x A y implica z,
significa que se x é valido entdo de y, pode-se implicar z.

E, a Propriedade 122, interpretando a expressdo Booleana que diz, quando se tem
uma declaracdo sobre a qual nada se sabe (por esta razdo, afirma-se que o grau de crenga
em x e ~x € igual a 0.5) e, se y pode ser deduzido de ambos (x e —x), entdo y deve ser
verdade e vice-versa.

5.1 Classe de A-implicacoes Fuzzy

A classe das A-implicacdes, proposta em (TURSKEN; KREINIVICH; YAGER,
1998) pode ser descrita considerando a ndo-comutatividade de t-normas, mas esta nao é
uma expressao natural para tais conectivos fuzzy.

Para uma melhor representacdo, propde-se em (HATZIMICHAILIDIS; KA-
BURLASOS; B. K. PAPADOPOULOS, 2006) a definicdo de uma terceira classe de
implicacdes baseadas em axiomas que sdo traduzidos por algumas das propriedades ja
descritas anteriormente, neste texto.

Definicao 20. (HATZIMICHAILIDIS; KABURLASOS; B. K. PAPADOPOULOS, 2006,
Section 2.1 Main Result) Uma implicacdo fuzzy 1 : U> — U pertence a classe das A-
implicacées se existem uma t-norma T : U> — U e uma negacdo fuzzy N : U — U tal
que I verifica algumas das propriedades 111, 119, 120, 121 e 122.

Com base na defini¢@o de particulares 7—normas e negagdes fuzzy, expressoes para
as implicacdes fuzzy que ndo pertencem as classes de representacdo explicita e nem as
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classes de representacdo implicitas, mas que podem pertencer a classe das A-implicagdes,
sdo reportadas na Proposi¢ao 44:

Proposicao 44. (TURSKEN,; KREINIVICH; YAGER, 1998, Section 2 Main Result) Sejam
T :U?>— U, T(x,y) = x-y a t-norma continua, denominada norma triangular produto,
eN:U — U, N(x) = 1 — x a negacdo fuzzy padrdo. Assume-se que I : U*> — U é uma
fungdo continua em U?, exceto nos seus pontos extremos (0,0) e (1, 1). Entdo I satisfaz a
Propriedade 11 e:

(i) se I também satisfaz as Propriedades 119 e 120, para todo r > 0, a funcdo I tem
representagdo dada pela expressdo:

1, sex=0 e =0;
I(x,y) = { o y (5.1)

, C.C.

(ii) se I também satisfaz as propriedades 119, 120 e 122, entdo a fungdo I tem repre-
sentacdo dada pela expressdo:

I, sex=y=0;
v, c.c.

I(x,y) = { (5.2)

(iii) se I também satisfaz as propriedades, 120 e 121, entdo a funcdo I tem representacdo
dada pela expressdo:

1, sex=y=0;

v, c.c. (5-3)

I(x,y) ={

(iv) se I também satisfaz as propriedades 119 e 111, para todo k > 0, entdo a funcdo 1
tem representacdo dada pela expressdo:

I, sex=y=0oux=y=1;
o, sex=ley#l;
I(X,y)_ O’ Sey:O@XiO; (54)
e_k.ln(l—x)lny, c.C.

5.2 Implicacao de Yager

Nesta subsecdo, apresentam-se as principais contribuicdes deste trabalho, refe-
rente ao estudo da subclasse de implicacdo fuzzy denominada implicacdo de Yager e
denotada po Iy. Mostra-se que [y satisfaz muitas das propriedades apresentadas no
Capitulo 3, incluindo propriedades extras referentes a axiomatizacdo da classe de A-
implicacdes. Também, consideram-se o estudo e a prova de que as propriedades de Iy
sdo preservadas quando da acdo de automorfismos.

Proposicao 45. A funcdo bindria proposta por Yager (YAGER, 2004b) e apresentada na
Eq.(5.5)

I, sex=0 e y=0;
y*, caso contrdrio

I(x,y) = { (5.5)

é uma implicacdo fuzzy denominada implicacdo de Yager.
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Prova. Verifica-se de imediato, com base na Defini¢do 17.

Proposicao 46. [y satisfaz as seguintes propriedade: 12 — 15, 19, 112 — 113 ¢ 118 — 122.
Prova. Seja x,y,z € U. Tem-se que:

12 : Se x < zentdo Iy(x,y) = y* > y* = Iy(z,y);

I3 : Sey < zentdo Iy(x,y) = y* < z* = Iy(x, 2);

4Ly =y =y

15 ¢ Iy(x, Iy(p,2) = 0F) =y = y“ =y = Iy, Iy(x,2));

9 :Lx,1)=1"=1;

112 : Iy(0,x)=x°=1;

113 : Como Iy satisfaz a propriedade 13 e supondo y > 0, entdo I(x,y) > I(x,0) =
Ni(x,0) = Ni(x);

118 : Supondo-se agora x < y. Logo, se x =y = 0ou x =y = 1 ou ainda, se
y=1e x <1, tem-se que Iy(x,y) = y* = 1. Portanto, Iy satisfaz a condi¢do de
contorno;

X X

119 : Sempre que T(x,y) = x -y, Iy(x,T(y,2)) = Iy(x,y-2) = (y-2)* = y* -z =
T(Iy(x,y), Iy(x,2)),

120 : Sempre que T'(x,y) = x -y, Iy(T(x,y),2) = Iy(x - y,2) = 2 = (2)" = Iy(x, Iy(y, 2));
121 : Sempre que T(x,y) = x -y, T(Iy(x,y), Iy(N(x),y)) = y* -y = y;

122 : Sempre que T(x,y) = x -y, T(Iy(0.5,y), Iy(0.5,y)) = y*° -y = y.

Portanto, a implicagdo de Yager satisfaz 12 — 15, 19, 112, 113 ¢ 118 — 122.

Proposicao 47. As propriedades 16 — 18, 110, 111 e 14 — 112 ndo sdo verificadas pela
implicagdo fuzzy de Yager dada pela Definigdo 5.5.

Prova. Para demonstrar esta proposicdo, consideram-se contra-exemplos na prova.

16 : Seja x = 0.1 e y = 0.2. Entdo, tem-se que Iy(x,Iy(x,y)) = (0.2°H)01 £ 0.201 =
Iy(x,y). Portanto, Y; ndo verifica a propriedade 16;

I7 : Se x =0.9, Iy(x,N(x)) = (1 = 0.1D)°! = (0.9)°! £0.9 = 1 — 0.1 = N(x). Portanto, Y;
ndo verifica a propriedade 17,

I8 : Iy(x,0) = 0" =1sex =0, ely(x,0) =0, caso contrdrio. Logo, Iy ndo verifica a
propriedade 18;

110 : Se x = 05ey = 0.1, Iy(x,y) = (0.1)*° < 0.1. Logo, Iy ndo verifica a proprie-
dade 110;

I11 : Considerando-se Iy(N(y), N(x)) = N(x)NY, tem-se que x = N(y) e y = N(x) ou
x =y = 0. Logo Iy ndo satisfaz a simetria contrapositiva;



70

4 : Sex=1ey=01Iy(x,y) =0' =0, se x =05ey =0, entdo 1y(0.5,0) = 0, ndo
verificando a propriedade 114,

115 : Prova imediata;

116 : Supondo-se que x > y. Logo, se 'y # 0 tem-se que Iy(x,y) = y* # 0. Portanto, Iy
ndo satisfaz o principio da ordenagdo;

117 : Se x = 0.1, Iy(x, x) = Iy(0.1,0.1) = (0.1)*! = 0.8 # 1, logo ndo satisfaz o principio
da identidade;

Proposicao 48. Iy ndo satisfaz a Propriedade 111 nem a Propriedade 112.

Prova. Primeiro, por definicdo tem-se que Iy(N(y),N(x)) = N(x). Entdo, exceto
quando x = N(y) andy = N(x) or x =y = 0, Iy ndo deverd satisfazer a lei da con-
traposicdo. Agora, supunha x < y. Logo, exceto quando x =y = 0ouy = 0ou x =0,
Iy(x,y) = ¥* ndo ird verificar a Propriedadell2.

Proposicao 49. Iy ndo é uma S -implicacdo nem uma R-implicacdo.

Prova. Pela proposicdo 48, tem-se que Iy ndo satisfaz a Propriedade 111 e nem satisfaz a
Propriedade 112. Portanto, baseando-se nas Proposigcoes 23 e 36, Iy ndo é S -implicacdo
nem R-implicagao.

Corolario 3. Iy ndo é uma QL-implicagdo.

Prova. Pela Proposicdo 46, Iy satisfaz a Propriedade 15 mas pela Proposicdo 96 Iy ndo é
uma S -implicag¢do. Portanto, Pela Proposic¢do 32, Iy também ndo é uma QL-implicagdo.

5.2.1 ¢-conjugada da Implicacao de Yager

Considerando o Exemplo 4, a implicacdo de Yager definida pela Eq. 5.5 e a
implicacdo Iy» : U?> — U dada pela Eq. (5.6):

Iyn(x,y) =1, sex=y=0;¢e Iy(x,y) = yxn, c.c. (5.6)
tem-se que Iy e Iy» sdo fungdes conjugadas.

Proposicao 50. Seja ¢ um automorfismo. A fungdo conjugada I;’; de Iy é também uma
implicagdo fuzzy.

Prova. Considerando Iy uma implicacdo Yager, cuja definicdo é dada pela Eq. (5.5).

I1: Segundo a Definicdo 15, tem-se que

15(0,0) = ¢~ (Iy(¢(0), $(0)) = ¢~ (1y(0,0)) = 1; Iy(0, 1) = ¢~ (Iy($(0), 6(1))) = ¢~ (Iy(0, 1)) = 1
I5(1, 1) = 67 (Iy(p(1), ¢(1) = ¢~ (Iy(1, 1) = 1; I5(1,0) = ¢~ (Iy (1), $(0))) = ¢ (Iy(1,0)) = 0.

Assim, a conjugada da implicagdo de Yager é também uma implica¢do fuzzy.

Proposicao 51. Seja ¢ um automorfismo e If; a conjugada da implicagcdo de Yager Iy.
Para cada k € K ={2,3,4,5,9,12,13,18,19, 20, 21, 22}, Iy satisfaz Ik se, e somente se,
a conjugada correspondente If; também satisfaz 1k.

Prova. (=) Considerando Iy a implicagdo de Yager , definida pela Eq. (5.5). Logo,
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12: Se x < z entdo ¢p(x) < ¢(2) logo, Iy satisfaz 12, Iy(d(x), () = Iy(d(2), p(y)). Desde
que ¢ seja uma funcdo continua e estritamente crescente que satisfaca as condi¢oes

de contorno. I9(x,y) = ¢~ (I((x), () = ¢~ U($(2), p»))) = I0(z, Y.

13: Sey < zentdo ¢(y) < ¢(2) logo, Iy satisfaz I3, Iy(p(x), () < Iy(d(x), ¢(2)). Por-
tanto, I9(x,y) = ¢~ (Iy($(x), p0)))) < ¢~ Uy ($(x), $(2))) = I(x, 2).

14: Se Iy satisfaz I4, Iy(1,y) = ¢~ (Iy(¢(1), 6(3))) = ¢7' Uy (1, 6())) = 67" (6()) = .

IS: Considerando que Iy satisfaz IS, tem-se

L I00,2) = ¢ U(¢(x), o0y, 2))) by Eq. 3.12, Def. 14
= ¢ '(Iy(@(), Iy(¢(), $(2)))) pela Eq. 3.12, Def. 14
= ¢ '(Iy(d(y), Iy(¢(x), $(2)))), pela propriedade 17

= ¢ Uy(¢(y), (¢(¢~ Uy($(x), p(2))))), pela Eq. 3.12, Def. 14
= I)(y,I0(x,2)), pela Eq. 3.12, Def. 14

19: Se Iy satisfaz I9 entdo I)(x, 1) = ¢~ (I($(x), p(1)))) = ¢~ (I(p(x), 1)) = ¢'(1) = 1.

112: Se Iy satisfaz 17 entdo I}(0,y) = ¢~ (1($(0),6(»))) = ¢'(1(0,¢())) = ¢7'(1) =
1. Assim, quj verifica a propriedade da domindncia da falsidade, e If satisfaz a
propriedade da domindncia da verdade do consequente.

113 : Se Iy satisfaz a propriedade 13 e supondo y > 0, entdo I?(x,y) > I?(x,0) =
Nf(x, 0).Portanto qus satisfaz a propriedade 113

119: Considerando que Iy satisfaz 119 sempre que T(x,y) = x -y entdo

¢~ (Iy(¢(x), ¢(T*(y.2)))) pela Eq. 3.12, Def. 14

= ¢ (Iy(¢(0), T($(y), 6(2)))) pela Eq. 3.12, Eq. 3.13

= ¢ ' (TUy($(x), p(). Iy($(x), $(2)))) pela propriedade 119

= ¢7 ' (T((¢ 0 ¢ DIy(¢(x), (1), (¢ 0 ¢ Ny($(x), $(2)) pela Eq. 3.13
= T"’(I?(x,y),l?(x,z)) pela propriedade 119 e Egq. 3.12

I(x, T%(y,2))

Portanto, I?também satisfaz I119.

120 : Se Iy é uma implicacdo fuzzy que satisfaz 120, entdo

¢~ Iy(p(T?(x,y),$(2)))) pela Eq. 3.12, Def. 14

= ¢ (Iy(T($(x), p()). ¢(2))) pela Eq. 3.12, Eq. 3.13
= ¢_1 (Iy(o(x), Iy(d(y), #(2)))) pela propriedade 120

= ¢ ' (Iy(¢p(x), p(I0(y,2)))) pela Eq. 3.12 e Eq.3.13
= I)(x,1)(y,2)) pelaEq.3.12

I(T%(x,y),2)

Portanto, 1 ? também satisfaz 120.
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121 : Supondo Iy uma implicacdo fuzzy que satisfaz 121, assim

¢ (T(PUIL(x,y)), p(IL(N?(x),2)))) pela Eq. 3.13, Def. 14
¢~ (T Iy ($(x), p)), Iy (D(N? (X)), #(2)))) pela Eq. 3.12

¢ (TTy($(x), p)), Iy(N($(x)), $(2)))) pela Eq. 3.16
¢'(y),#(2))) = 1 pela propriedade 110 e Eq. 3.12

T (I)(x, y), [N(N’(x),))

portanto, conclui-se que T¢(qus(x’ y), Iﬁ(N“j(x), y)) = .

Assim, quando Iy satisfaz Ik, a sua conjugada I i também satisfaz 1k.
(<) A prova inversa pode ser obtida de maneira andloga.

Corolario 4. Iﬁ ndo é uma S-implicagcdo, nem QL-implicacdo e nem uma R-implicacdo.
Prova. Isto é consequéncia das Proposicoes 23, 32, 35 e 51.
Proposicao 52. A implicacdo de Yager e suas implicagcoes conjugadas sdo A-implicagoes.

Prova. Baseado-se na Proposicdao 44, na Proposicdo 45 Iy é uma A-implicacdo. Além
disso, pela Proposicdo 50 e Proposicdo 51, I? é também uma A-implicagdo.

Exemplo 6. De acordo com o Ex. 4,tem-se ¢(x) = x", Ifﬁ el ;’in sdo conjugados entre si.

5.3 Gy-implicacoes Fuzzy

Na sequéncia, as principais proposi¢des sao reportadas, fundamentando o estudo
da conjugada Igh apresentada logo a seguir.

Definicao 21. (HATZIMICHAILIDIS; KABURLASOS; B. K. PAPADOPOULOS, 2006,
Definicdo 1) Sejam N¢ a negagdo padrdo, Tp a t-norma do produto e S y; a t-conorma do
mdximo, tais que a tripla (T, S y, Nc) satisfaz as Leis de Morgan. Considere também a
fungdo sg : R — U, onde

1, sex>0,
58(x) = { 0, caso contrdrio; x <0 (5.7)
A fungdo G, : U* — U definida pela expressdo:
Ings.r(x,y) = Gu(x, y) = (Ne(sg(x =) - S u(Tu(N(y), N(x)), y)) (5.8)
€ uma classe de implicacoes fuzzy.
Observe que seja a funcdo G, dada pela Eq. 5.8, G, se reduz a expressao:
Gi(x,y) = (1 = sg(x —y)) - max(1 — max(x, y), y). (5.9)

Ou seja, se x <y pela expressdo 5.9, tem-se que:

Gy(x,y) = (I —sg(x—1y)) max(min(l —x, 1 —y),y) pela Proposi¢ao 8,Proposicao 4 e Eq.3.5
(1 = sg(x—y))-max(l —y,y)
max(1l -y,y))
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Caso contrério, se x > y entdo sg(x—y) = 0,e Gu(x,y) = 0 = (1 —sg(x—y))-max(l —y,y).

Proposicao 53. (HATZIMICHAILIDIS; KABURLASOS; B. K. PAPADOPOULOS, 2006,
Proposicdo 1) Seja sg a fungdo dada pela Eq. 5.7 A funcdo Gy, : U* — U definida pela
expressdo:

Gp(x,y) = (1 = sg(x = y)) - max(1 -y, y) (5.10)

é uma implica¢do fuzzy.

Proposicao 54. (HATZIMICHAILIDIS; KABURLASOS; B. K. PAPADOPOULOS, 2006,
Proposicdo 2) A funcdo Gy, dada pela Eq. (5.8), satisfaz as seguintes propriedades:

(i) 12, para todo x,y,x € U;

(ii) I3 s 0.5 <y,

(iii) 15 se 0.5 < x,y;

@iv) se 0.5 < x,y entdo Gy(x,y) = G,(N(y), N(x));
(v) Gy, é continua.

Proposicao 55. (HATZIMICHAILIDIS; KABURLASOS; B. K. PAPADOPOULOS, 2006,
Proposicdo 3) A funcdo Gy, dada pela Eq. (5.8), satisfaz as seguintes propriedades:

(i) 119 quando 0.5 < x<y <z
(ii) 111 quando x > y;

(iii) 121 quando S (x, N(x)) < y;
(iv) 122 quando y € [0.5, 1];

(v) 120 quando x,y < z;

5.3.1 ¢-conjugada da G,-implicacao Fuzzy

Proposicao 56. Seja ¢ um automorfismo. A fungcdo conjugada GZ de Gy, dada pela
equagdo

G = ¢7"(Gu($(x), 6()) 5.11)

é também uma implicagdo fuzzy.
Prova. Considerando uma Gj-implicag¢do fuzzy, cuja defini¢do é dada pela Eq. (5.8).

I1: Segundo a Defini¢do 21, tem-se que

G7(0,0) = ¢~ (Gu($(0), $(0))) = ¢~ (G4(0,0)) = 1;
G(0,1) = ¢~ (Gu($(0), ¢(1))) = ¢~ (G4(0, 1)) = 1;
Gy(1,1) = ¢"' (Gu(p(1), ¢(1)) = ¢~ (Gi(1, 1)) = 1;
Gi(1,0) = ¢ (Gu(p(1), 9(0))) = ¢ (G4(1,0)) = 0.
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Assim, a conjugada de uma Gy-implicac¢do fuzzy é também uma implicag¢do fuzzy.

Proposicao 57. (HATZIMICHAILIDIS; KABURLASOS; B. K. PAPADOPOULOS, 2006,
Proposicdo 2) A conjugada da funcdo G, dada pela Eq. (5.11), satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) 12, para todo x,y,x € U;

(ii) I3 5 0.5 <y,

(>iii) 15 5s¢ 0.5 < x,y;

@iv) se 0.5 < x,y entdo G,(x,y) = G,(N(y), N(x));

(v) Gy, é continua;

se, e somente se, a funcdo Gy, dada pela expressdo Eq. (8.10) satisfaz estas propriedades.

Proposicao 58. (HATZIMICHAILIDIS; KABURLASOS; B. K. PAPADOPOULOS, 2006,
Proposicdo 3) A fungdo conjugada de Gy, dada pela Eq. (5.11), satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) 119 quando 0.5 < x<y <z

(ii) 111 quando x > y;

(iii) 121 quando S (x, N(x)) < y;

(iv) 122 quando y € [0.5,1];

(v) 120 quando x,y < z;

se, e somente se, a fungcdo G, dada pela Eq. (5.8), também satisfaz estas propriedades.

Proposicao 59. Seja 0.5 < x <y < z, a implicagdo G, e sua conjugada sdo A-
implicagoes.

Prova. Decorre das Proposicoes 44, 54, 55, 57 e 58.

5.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo apresentou-se uma axiomatiza¢do de implicagdes fuzzy considera-
das na literatura como A-implicagdes, tais implica¢des ndo podem ser naturalmente repre-
sentadadas na forma explicita ou na forma implicita. Entre estas implicacdes, tem-se as
implicacdes de Yager e as subclasses das G,-Implicacoes fuzzy. Foi considerado também,
a acdo de automorfismos sobre a classe de A-implica¢des, analisando alguns aspectos re-
lacionados com a relacdo de dualidade, considerando as subclasses de implicagdes de Iy
€ Gh.
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6 AGREGADORES E NEGACOES FUZZY
INTERVALARES

Neste capitulo considera-se o estudo de operadores de agregacio e negacao fuzzy
intervalares. Define-se as normas triangulares intervalares e suas constru¢des duais (co-
normas triangulares intervalares), ou simplesmente t-normas intervalares (t-conormas in-
tervalares)e, também, a negacdo fuzzy intervalar. Automorfismo atuando sobre t-normas e
t-conormas intervalares sdo estudados, mostrando ainda que estes operadores preservam
tais func¢des intervalares, obtidas pela representagdo candnica intervalar das correspon-
dentes t-normas, t-conormas e negacdo fuzzy. Vdrias generalizacdes de normas trian-
gulares intervalares sao encontradas na literatura (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a,b,
2007; DIMURO et al., 2008; MOORE; LODWICK, 2003; ALEFELD; HERZBERGER,
1983; BACZYNSKI; JAYARAN, 2007; DUBOIS; PRADE, 1991; TURKSEN, 1986), e
estas referéncias foram consideradas na organizacao deste capitulo.

6.1 Normas e Conormas Triangulares Intervalares

Esta sec@o apresenta a definicao de norma e conorma triangular intervalar e con-
sidera também os exemplos mais referenciados na literatura, incluindo as classifica¢des
referentes a relacao de dualidade.

6.1.1 Norma Triangular Intervalar

Seja U = {[a,b] | 0 < a < b < 1} o conjunto dos intervalos de reais entre 0 e 1.
Considerando-se que X € U entdo, a partir da funcdo de projecdo, X = [X, X].

Definicao 22. Uma norma triangular intervalar, conhecida como t-norma intervalar, é
uma operagdo bindria T : U?> — U,que satisfaz as seguintes propriedades:

T, Comutatividade: T(X,Y) =T, X)
T, Associatividade: T(X(T(Y,Z2))=T(T(X,Y),Z)
T5 Elemento Neutro: T(X,[1,1]) =X

T4 Monotonicidade em relacdo as ordens:

A) Produto: T(X,Y) <T(Z,W) se X<Z e YW
B) Inclusdo: T(X,Y) CT(Z,W) se XCZ e YCW
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Proposicio 60. (TAKAHASH; BEDREGAL, 2006) Se T : U?> — U é uma t-norma, entdo
T : U? — U definida por

T(X.Y) = [T(X. V), T(X,Y)] (6.1)
é uma t-norma intervalar, denominada de t-norma intervalar derivada de T.

Prova. Sejam X, Y,Z, W € [0, 1]. Tem-se que, se T é uma t-norma intervalar, satisfaz as
seguintes propriedades:
(i) Comutativa:

T(X,Y) [TX,Y), T(X,Y)]
[T(Y,X), T(Y,X)]

= TrX)

(ii) Associativa:

TX,T(Y,2)) = TX,[T(Y.2),T¥.,2)])
= [TX.T(Y,2),T(X,T(Y,2))]
= [T(T(X,Y),2),T(T(X,Y),2)]
= T(TX.Y),T(X.Y),Z)
= T(T(X,Y),Z2)

(iii) Elemento neutro:

TX.[1,1]) = [TX,1),TX, 1]
(X, X]

= X
(iv) Monoténica em relacdo a ordem:(veja secdo 2.3.2)

A)Produto: SeX<Z e Y<WentioX<Z,X<ZY<weY<w
Logo,T(X,Y) < T(Z,w) e T(X,Y) < T(Z,W).
Assim, [T(X,Y), T(X,V)] < [T(Z,w), T(Z,W)].
Portanto T(X,Y) < T(Z, W).

B) SeXCZ e YCWentioZ<X<X<Z ew<Y<Y<
Por definicdao, T(X,Y) = [T(X,Y), T(X,Y)] eT(Z,W) = (T(Z,w), T(Z w)]
Logo, pela monotonicidade de T, tem-se que T(Z,w) < T(X,Y) < T(X,Y) < T(Z,w).

Portanto T(X,Y) C T(Z, W).
Logo, pelo demonstrado acima, T é uma t-norma intervalar.

6.1.2 Conorma Triangular Intervalar

Definicao 23. Uma conorma triangular intervalar, conhecida como t-conorma intervalar,
é uma operagdo bindria S : U* — U,que satisfaz as seguintes propriedades:
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Sy Comutatividade: S(X,Y) = S(Y, X)
S, Associatividade: S(X((Y,Z2)) =S(X,Y),Z)
Ss; Elemento Neutro: S(X,[0,0]) =X
S4 Monotonicidade em relagcdo a ordem:

A)Produto: S(X,Y)<S(Z,W) se X<Z e YW
B)Inclusdo: S(X,Y)CS(Z,W) se XCZ e YCW

Proposicio 61. (TAKAHASH; BEDREGAL, 2006) Se S : [0,1]> — [0,1] é uma t-

conorma, entdo S : U?> — U definida por

SX,Y) =[SX,Y),S(X,Y)]

é uma t-conorma intervalar, denominada de t-conorma intervalar derivada de S.

(6.2)

Proposicao 62. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a)Seja T uma t-norma intervalar.

Entdo S : U? — U definida por

SX,Y)=[11]-T(1,1] - X,[1,1] =Y)

é uma t-conorma intervalar, denominada de t-conorma intervalar derivada de T.

Prova. Sejam X, Y, ZouW € U. Tem-se que, se S é uma t-conorma intervalar, satisfaz as

seguintes propriedades:
(i) Comutativa:

SX,Y)

(ii) Associativa:

[1,1]-T(1,11-X,[1,1]-Y)
[1, 1] = T([1, 1] = ¥, [1, 1] = X) = S(¥, X)

S(X,8(Y,2)) = S(X,[1,1]=T([1, 1] = ¥ [1,1] = 2))
= [LA] =T 1] = X [1, 1] = (1, 1] = T, 1] = Y [1, 1] = 2)))
= (LT =T 11 = X T(1, 1] = X [1, 1] = 2))
= [L,1]-T(T(1, 1] - X,[1,1]-Y),[1,1]1 - 2)
= [ 1] =T, 1] = ([1, 1] = T([1, 1] = X, [1, 1] = Y)), [1, 1] = Z)
= S, 11-T(1,11-X,[1,1]-Y),2)
= SS(X.Y).2)

(iii) Elemento neutro:

S(X,[0,0])

[L, 1] ="T(1, 1] - X, [1, 1])
[LI-(L1]-X)=X
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Tabela 6.1: Exemplos bdsicos de t-normas intervalares

Designagdo Representacdo
Tjs:t-norma do Minimo Tyu(X,Y)=min(X,Y)
Tp:t-norma Produto Tp(X,Y)=X-Y

T;: t-norma de Lukasiewicz T, (X,Y) = max(X+Y —[1,1],[0,0])

Tabela 6.2: Exemplos bdsicos de t-conormas intervalares
Designacao Representagdo
Suy: t-conorma do Maximo Su(X,Y) =max(X,Y)
Sp:t-conorma Soma Produto  Sp(X,Y)=X+Y-X Y
S;:t-conorma de Lukasiewicz S, (X,Y) = min(X + Y,[1, 1])

(iv) Monoténica:

A) SeX<Z e Y<Wentao[l,1]-X<[1,1]-Z e ,[1,1]-Y <[1,1]-W.
Logo,pela monotonicidade de T, T([1,1] - X,[1,1]-Y) <T([1,1] - Z,[1,1] - W).
Assim, [1,1] =T(1,1] - X,[1,1]-Y) < [1,1] =T(1,1] - Z,[1,1] = W).

Portanto, S(X,Y) < S(Z, W).

B) SeXCZ e YCWentio[l1,1]-XC[1,1]-Z e [1,1]-YC[1,1]-W
Pela monotonicidade de T, T([1,1] - X,[1,1]1-Y) C T(1,1]-Z,[1,1] — W).
Logo, [1,1] -T(1,1] - X,[1,1]-Y) C [1,1] -T(1,1] - Z,[1,1] = W).
Portanto, S(X,Y) C S(Z, W).

Logo, pelo demonstrado acima, S é uma t-conorma intervalar.

6.1.3 Exemplos de t-normas e t-conormas intervalares

Nas tabelas 6.1 e 6.2 apresenta-se exemplos basicos das extensdes intervalares das
fungodes triangulares t-normas(T) e t-conormas(S): Ty, Tp,T1,Tp,S m, S p,S 1,8 p apresen-
tadas nas secoes 3.1.1 €3.1.2.

Proposicao 63. Sejam T uma t-norma intervalar e S uma t-conorma intervalar, entdo:
T([0, 01, X) = T(X, [0,0]) = [0,0]; (6.3)
S([L, 11, X) = S(X, [1, 1D = [1, 1]. (6.4)

Prova.
T([0,0],X) < T([0,0],[1,1]D =[0,0] = T([0, 0], X) = [0, 0]

S([1,1],X) = S([1,1]1,[0,0]) = [1,1] = S([1,1],X) = [1,1]
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6.2 Negacao Fuzzy Intervalar

Definicao 24. Uma fungdo intervalar N : U — U é uma negacdo fuzzy intervalar se,
para todo X,Y € U, as seguintes condigbes sdo satisfeitas:

N7: N([0,0]) =[1,1] e N([1, 1]) = [0,0];

N2a: Se X > Y entdo N(X) < N(Y);, e N2b: Se X C Y entdo N(X) 2
N(Y).

Se N também satisfaz a propriedade involutiva, N é uma negagdo fuzzy intervalar forte:
N3: NIN(X)) = X.

Teorema 2. (BEDREGAL et al., 2007c) Seja N : U — U uma negagdo fuzzy. Entdo N é
negagdo fuzzy intervalar. Além disso, se N é uma negagdo fuzzy forte entdo N € também
uma negacdo fuzzy intervalar forte. Uma caracterizacdo de N é dada pela expressdo:

N(X) = [N(X), N(X)]. (6.5)

6.3 Relacao de Dualidade entre T-norma e T-conorma
Intervalares

Definicdo 25. Seja N uma negagdo fuzzy. A funcdo S : U*> — U (T : U? — U) é uma
t-conorma (t-norma) intervalar se, e somente se, existe a t-norma (t-conorma) intervalar
T (S)tal que, para todo (x,y) € U?, cada uma das seguintes equivaléncias sdo satisfeitas:

S(X,Y) = N(T(N(X), N(Y)), (6.6)

T(X,Y) = N(S(N(X), N(Y)). (6.7)

Se N ¢ forte, a t-conorma intervalar dada pela Eq.(6.6) é chamada de t-conorma
intervalar dual de T e, analogamente, a t-norma intervalar dada pela Eq.(6.7) diz-se a
t-norma intervalar dual de S.

Proposicao 64. (BEDREGAL, 2009; BEDREGAL; TAKAHASHI, 2007) Seja a nega¢do
padrdo, Nc(x) = 1 —x. (Ty, Syp), (Tp,Sp), (Tr,S1) e (Tp, Sp) sdo pares de funcoes duais
em relacdo a N¢.

Prova. (i) (Ty, Sy) € par dual:

[1,1]=Tpn([1,1] - X,[1,1] = Y)

[1,1] —min([1,1] - X,[1,1]=Y)
max([1, 1] = ([1,1] = X), [, 1] = ([1,1] = Y))
max(X,Y) = Sy(X,Y)

(ii) (Sp,Sp) € par dual:

[1,1]=Tp([1,1] = X,[1,1] = Y)

(1, 1] = (1, 1] = X).([1,1] = Y)
[1,1]=([1,1] = X - Y + XY)
[L1]=[1,1]+ X +Y - XY = Sp(X, Y)



80
(iii) (T, Sy) é par dual:

[1,11-S.((1,11-X,[1,1]1-Y) [1, 1] - min(([1, 1] - X) + ([1, 1] - Y) -

(1, 11 = [1, 1], ({1, 11 = [0,0D)

= max([1,1] - (1, 11 -X) +[1,1]1 - ([1,1] - )
=1, 1] = ([1, 1] = [1, 1]), [T, 1] = ([1, 1] = [0, 0]))

= max(X +Y - [1,1],[0,0]) = T.(X, Y)

(iv) (Tp, Sp) € par dual:

[0,0], (X,Y)€[0,1[
= [1,1]1-[0,0]1 =[1,1] = Sp(X,Y)

a)Tp(X,Y)

b)Tp(X,Y) = min([1,1]-X,[1,1]-Y)
= max([1, 1] - ([1,11-X),[1,1] = ([1, 1] = Y))
= max([I,1]-[1,1]+ X, [1,1] - [1,1]+Y)
= max(X,Y) =SpX,Y)

6.4 Automorfismo Intervalar

Nesta secdo, o conceito de automorfismo intervalar € considerado, estendendo a
defini¢do de automorfismo apresentada na Definicido 14 do Capitulo 3 , com base na CIR,
considerada na Defini¢do 8 do Capitulo 2.4. As propriedades relacionadas aos automor-
fismos intervalares também sao estudadas, a fim de analisar os efeitos da acdo de um
automorfismo intervalar sobre a negagao intervalar, as t-normas e t-conormas intervala-
res.

6.4.1 Construcao Canonica de um Automorfismo Intervalar

A funcdo @ : U — U é um automorfismo intervalar se e somente se € bijetiva e
monotodnica pela relacdo de ordem produto se X < Y entdo O(X) < ®(Y). O conjunto de
todos os automorfismos intervalares ® : U — U € denotado por Aut(U).

Teorema 3. (REISER et al., 2008) Se ® : U — U é um automorfismo intervalar. Entdo
existe um automorfismo ¢ : U — U tal que

D(X) = [¢(X), p(X)]. (6.8)

6.4.2 Melhor representacao de um Automorfismo Intervalar

Em seguida, sdo analisados automorfismos intervalares a partir da representacao
de automorfismos.

Teorema 4. Representacdo Canonica de um Automorfismo (BEDREGAL; TA-
KAHASHI, 2006a, Theorem 5.2) Seja ¢ : U — U um automorfismo. Entdo ¢ é um
automorfismo intervalar determinado por:

#(X) = [¢(X), pX)]. (6.9)
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Portanto, automorfismos intervalares sdo as melhores representacdes intervalares
de automorfismos classicos.

Corolario 5. Seja | a funcdo proje¢ao definida na Eq.(2.5). ® : U — U é um au-
tomorfismo intervalar se, e somente se, ® = ®, onde ® : U — U ¢é definido como
D(x) = [(D([x, x])).

Prova. Ver Teorema 3 e Teorema 4.

Observa-se que nas t-conormas , por defini¢do, a inclusdo monotonica € obri-
gatéria. No entanto, essa propriedade ndo € necessaria, por definicdo, para automorfismos
intervalar. A seguir, mostra-se que também sdo automorfismos intervalares a inclusdo
monotonica (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a).

Corolario 6. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a, Corollary 5.1) Se ® é um automor-
fismo intervalar entdo © é inclusdo monotonica, isto é, se X C Y entdo ®(X) C O(Y).

Considerando a defini¢do de alternativas de automorfismo introduzido em (BUS-
TINCE; BURILLO; SORIA, 2003), podemos oferecer alternativas caracterizacdes de au-
tomorfismos intervalar com base nas noc¢des de continuidade Moore e Scott.

Proposicao 65. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a, Proposition 5.1) ® : U — U é um
automorfismo intervalar se, e somente se, ® é Moore-continua, e estritamente crescente,
®([0,0]) = [0,0] e ©([1,1]) = [1, 1].

Corolario 7. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2006a, Corollary 5.2) Seja ® : U — U uma
fungcdo Moore-continua e estritamente crescente lé’lé que ®([0,0]) = [0,0] e ®([1,1]) =

[1,1]. Entdo exite um automorfismo ¢ tal que ®© = ¢.

O caso da continuidade de Scott € andlogo.

Proposicao 66. Seja ¢ um automorfismo. Entdo, afirma-se que q;:] = a‘l.
Prova. Logo:
P = Bl X),67 XD pela Eq. (6.9)
= [p(@™ (X)), 9(¢” XD pela Eq. (6.9)
= X

Entdo, ¢~ é o inverso de ¢, dado por, ¢=' = ¢

6.4.3 Automorfismos Intervalares agindo sobre Negacoes Fuzzy In-
tervalares e t-normas (t-conormas) Intervalares

Analogamente ao caso pontual um automorfismo intervalar ® atua em uma funcao
fuzzy valorada intervalarmente. F' : U" — U, da seguinte forma:

FoX,,...,X,) = O U F(@X)),...,D(X)))). (6.10)
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Teorema 5. (BEDREGAL, 2010) Seja ® : U — U um automorfismo intervalar e N :
U — U uma negacdo fuzzy intervalar. Entdo, a fung¢do N® : U — U, definida por

N2(X) = &' (N(D(X))), (6.11)

€ uma negagdo fuzzy intervalar.

Proposicao 67. (TAKAHASH; BEDREGAL, 2006) Se N é um negacdo fuzzy intervalar
forte e ® um automorfismo intevalar. Entdo N® é também uma negacdo fuzzy intervalar
forte.

Teorema 6. Sejam T, S e N uma t-norma intervalar, uma t-conorma intervalar e uma
negacgdo fuzzy intervalar forte, respectivamente. Se ® é um automorfismo intervalar,
entdo
Sw)*(X, ¥) = SR (X, Y) (6.12)
(Ti)* (X, Y) = TR (X, Y) (6.13)

Prova. Apresenta-se a seguir a prova da Eq. 6.12. A construcdo da prova para Eq. 6.13
é andloga.
Se Sn(X,Y) = N(S(N(X), N(Y))) entdo tem-se que:

D' (Sn(D(X), D(Y)))

= O (N(SIN(D(X)), N(D(Y)))

= O'(N(D o O7'S(D o D'N(D(X)), D o D 'N(D(Y)))))
= N®°S*MN*(X), N*(Y)))

= Sp.(X.Y)

S (X, )

Teorema 7. (BEDREGAL; TAKAHASHI, 2007, Proposition 7.1) Seja ® : U — U um
automorfismo intervalar e S : U* — U uma t-conorma intervalar. Entdo a funcdo S® :
U? — U, definida por

SP(X,Y) = d7H(S(D(X), D(Y))), (6.14)

T?(X,Y) = O™ (T(D(X), D(Y))) (6.15)
€ uma t-conorma intervalar (t-norma intervalar).

Proposicao 68. Seja N uma negacdo fuzzy, S uma t-conorma e ¢ um automorfismo.
Entdo, afirma-se que

(i) N’ = N¢;
(i) S?=S%¢
(iii) T% = T°.

Prova. Prova do item (i) Logo:

¢ (NGO pela Eq. (6.11)
= ¢ '(N(@(X))) pela Prop. 66
= [¢7' (N@X))), ¢ @NX))]  pela Eq. (2.7)
= [N, NY(X)]

= NY(X) por (6.5)

N (X)
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A prova dos itens (ii) e (iil) sdo andlogas.

6.5 Consideracoes Finais

Este capitulo abordou a defini¢do de norma e conorma triangular intervalar e con-
siderou a andlise com respeito a relacdo de dualidade. O conceito de automorfismo in-
tervalar € considerado, com base na definicao classica de um automorfismo e, também,
foi analisado os efeitos da acdo de um automorfismo intervalar sobre a nega¢do interva-
lar e as fungdes de agregacdo intervalares. O proximo capitulo apresenta um estudo das
implicagdes fuzzy valoradas intervalares.
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7 IMPLICACAO FUZZY INTERVALAR

Neste capitulo considera-se o estudo das implicacdes fuzzy valoradas intervalar-
mente, suas propriedades e mais precisamente, caracterizacoes de algumas classes de
implicacdes fuzzy intervalares. Esta discussdo concentra-se, principalmente, na extensao
e andlise de propriedades algébricas das quatro importantes classes de implicagdes fuzzy:
S-implicacdes intervalares, R-implicacdes intervalares, QL-implica¢cdes intervalares e D-
implicacdes intervalares, cujas abordagens para logica fuzzy tipo-1 ja foram apresentadas
nos capitulos anteriores.

7.1 Definicao e Propriedades das Implicacoes Fuzzy Va-
loradas Intervalarmente

A Defini¢ao 26 estende a Defini¢dao 17 apresentada no Capitulo 4, apresentando a
extensao intervalar para as principais propriedades de implicacdes fuzzy.

Defini¢cio 26. Uma funcdo intervalar 1 : U?> — U é uma implicacdo fuzzy intervalar se
as seguintes condicoes de contorno sdo satisfeitas(tBEDREGAL et al., 2007a):

I ICT, 10, 11, 17) = 1([0, 01, [0, 01) = I([0, 0, [1, 1]) = [1, 1],  I([1, 11, [0, 0) = [0, 0].

A seguir, tem-se extensdo intervalar das propriedades das implicagoes fuzzy consi-
deradas na segdo 4.1.

2 Se X < Z entdo I(X,Y) > I(Z,Y) (antitonicidade no primeiro argumento);
I3 Se Y <Zentdo I(X,Y) <I(X, Z) (isotonicidade no segundo argumento);
14 I([1,1],Y) = Y (principio da neutralidade);

IS I(X,I(Y, 2)) = I(Y,1(X, Z)) (principio da troca);

I6 I(X,Y) =1IX,1IX,Y)),

I7 I(X, N(X)) = N(X);

I8 I(X, [0,0]) = N(X),

19 I(X,[1,1]) = [1, 1](domindncia da verdade do consequente);

110 I(X,Y) > Y;
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M1 I(X,Y) = (N(Y), N(X)) (simetria contrapositiva);
M2 I([0,0],Y) = [1, 1] (dominancia da falsidade do antecedente),
13 I(X,Y) > Ny(X);
4 I(X,Y) =[0,0], se, e somente se, X = [1,1]e Y = [0,0];
5 S(X,N(X)) = [1, 1] (lei do terceiro excluido),
6 I(X,Y) =[0,0] se X > Y (principio da ordenacdo);
17 I(X, X) = [1, 1] (principio da identidade);
M8 I(X,Y) =[1,1], se, e somente se, X <Y (condicdo de contorno).

Teorema 8. (BEDREGAL et al., 2007a) Seja I : U*> — U uma implicagdo fuzzy tal que
I(x,y) = 1 se x <y e satisfazendo as propriedades 12, I3 e I118. Entdo a representagdo
intervalar de I, I : U*> — U é dado pela Eq. (7.1)

IX,Y) = [IX,Y),I(X,7)] (7.1)

Proposicao 69. Seja I uma implicagdo fuzzy que satisfaz I1 e 12. I satisfaz a Propriedade
IK para todo k = 1,...,12 se, e somente se, I satisfaz a Propriedade IKk.

Prova. Parak = 1 -7 ek =9, ver a prova em (BEDREGAL et al., 2010, Coroldrio
22) (BEDREGAL et al., 2007c, Teorema 6.1). Quandok = 11 e k = 12, a prova é
apresentada em (BEDREGAL et al., 2007c, Proposi¢cdo 6.5) e (BEDREGAL et al., 2007c,
Proposicdo 6.3), respectivamente.

I8 = Se u € /I\(X, T(Y,Z)) entdo existe x € X ev € T(Y,Z) com u = I(x,v). Mas,
se v € T(Y,Z), entdo existe y € Y e z € Z tal que v = T(y,z). Assim,
u = I(x,T(y,z)) e, por conseguinte, a propriedade I8, u = T(I(x,y),1(x,z)). E,
portanto 1(x,y) € T(X, Y)e I(x,2) € T(X, Z), u € ?(T(X, Y),T(X, Z)). Por isso,
1(X,T(Y,2)) € TAX, Y),1(X, 2)).

& por outro lado, se u € T(T(X, Y),T(X, 7)) entdo existe w € /I\(X, Y)eve T(X, Z) tal
que u = T(w,v). Mas, se w € /I\(X, Y) entdo existe x € X ey € Y tal que w = I(x, ).
Além disso, se v € T(X, Z) entdo existe x € Z e 7 € Z tal que v = I(x,z7). Assim,

= T((x,y),I(x,z)) e portanto pela Propriedade I8, u = I(x,T(y,z)). Assim,
porque x € X e T(y,z) € T(Y,Z), u € I(X, T(Y, Z)). Portanto, TU(X,Y),1(X,Z)) =
1(X, T(Y,2)).

110 = Seu € T(T(X, Y),T(N(X), Y)) entdo existe w € /I\(X, Y)ev € T(N(X), Y) tal que
u="Tw,v). Mas, sew € /I\(X, Y) entdo existe x € X ey € Y tal que w = I(x,y). Além
disso, se v € T(N(X) Y) entdo existe N(x) € N(X) ey € Y tal que v = I(N(x),y).
Se, u = T(I(x,y), I(N(x),y)) e, portanto , pela propriedade 110, u = y. Assim, por
conseguinte y € Y, u € Y. Portanto, T(I(X Y), I(N(X) Y)cCY.

& Quando y € Y, pela proprledade 18, T(I(x ), [(N(x),y)) € Y. Sendo x € X,
yE Yez € Z, I(x,y) € I(X Y) e I(x 2) € I(X Z). Se,y = T((x,y),I[(N(x),y)) €
T(I(X Y), I(X 2)), logo Y C T(I(X Y), I(X Z)). Portanto, pode-se concluir que
T(I(X Y), I(X 7)) =
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7.2 Principais Classes de Implicacoes Fuzzy Valoradas
Intervalarmente

Primeiramente esta secao apresenta as principais caracterizacoes e propriedades
das S-implicagdes intervalares.Segue-se o estudo das QL-implicacdes intervalares, D-
implicacdes intervalares e R-implicacdes intervalares. Sao incluidos exemplos e uma
andlise baseada em diagramas e nas equacgdes que viabilizam a extensdo das classes de
implicacdes fuzzy para suas correspondentes versdes intervalares.

7.2.1 S-Implicacoes Intervalares

Se § uma t-conorma e N uma negagdo fuzzy, entdo uma S-implicacdo fuzzy é
dada pela Eq.(4.2) Is y(x,y) = S(N(x),y)

Condidere agora que, S € uma t-conorma intervalar e N € uma negac¢ao intervalar.
Uma implica¢do intervalar Is; € uma S-implicacao intervalar se satisfaz a Eq. (7.2)

Isn(X,Y) = SN(X), Y). (7.2)

Proposicao 70. (REISER et al., 2008) Se I é um S-implicacdo entdo 1¢éuma S-implicagdo
intervalar.

Quando uma negacao fuzzy intervalar é forte (estrita), a S-implicacao fuzzy inter-
valar relacionada € chamada de S-implicacdo intervalar forte.

A proposi¢do seguinte fornece uma caracterizagdo para a melhor representacao
de uma S-implicagdo intervalar e prova que esta implicacdo fuzzy intervalar é uma S-
implicagdo intervalar.

Proposicao 71. (BEDREGAL et al., 2010, Proposicdo 21) Seja S é uma t-conorma e N
uma negacdo fuzzy. Entdo, tem-se que

I[S\,I’V\ = IS,N-

Prova. Considerando X,Y € U. Segue-se que:

S(N(X), Y)

= S(INX), NX)1Y)

= [SING), V). S(N(X),Y)]
= [LnX,Y), nX,Y)]

= LiyX.Y).

(X, Y)

O préximo corolério decorre diretamente da Proposicao 71.

Corolario 8. (REISER et al., 2008) Se I é uma S-implicacdo entdo 1é uma S-implicagdo
intervalar.

Sejam as seguintes classes e correspondentes denotagoes:
e C(N) e C(N) para as classes das negacdes fuzzy e negacdes fuzzy intervalares;

e C(S) e C(S) para as classes das t-conormas fuzzy e t-conormas fuzzy intervalares;



87

e C(S,N) e C(S,N) para as classes das S-implicacOes fuzzy e S-implicacdes fuzzy
intervalares.

A partir do teorema 8 e das Proposi¢oes 71 e 70 verifica-se a comutatividade da Classe
das S-implicacdes intervalares.

cs) x ey —£4é-2) C(S.N)
Eq.(6.5), Eq.(6.2) Eq.(7.1)
) x cayy —L4-0-2) C(S.N)

Figura 7.1: Comutatividade da classe das S-implicacOes Intervalares

A proposi¢do seguinte mostra que as S-implicagdes intervalares sdo representdveis
por S-implicacdes fuzzy.

Teorema 9. 1 : U? — U é uma (forte, estrita) S-implicacdo (forte, estrita) intervalar se,
e somente se, existem 1| e I, S-implicagoes (fortes, estritas) de tal forma que I, < I, e,
V X,Y €U, se verifica

IX,Y) = (X, ), L(X, )]

Prova. (= )Seja S e N uma t-conorma intervalar e uma negacdo fuzzy intervalar 1, res-
pectivamente. Assim, conclui-se que

I(X,Y) Isn(X,Y)

= SIN(X), Y)

= S(IN),NX)],Y)

= [SQNX),Y), SN(X), V)]
= UsnX. V), (X, Y)]

= [L(X. 1), LX),
(<) A prova inversa segue a estrutura de inversdo da prova acima.

Proposicao 72. (BEDREGAL et al., 2010, Teorema 29) Uma implicacdo fuzzy intervalar
I é uma S-implicacdo intervalar se, e somente se, 1 satisfaz as propriedades 12 —15 e 111 .

7.2.2 QL-Implicacoes Intervalares

Seja S uma t-conorma intervalar, T uma t-norma intervalar e N uma negacgao forte
intervalar. Entdo, uma implicagdo intervalar ¢ uma QL-implicacao intervalar dada pela
equagao:

Isnr(X,Y) = SNX), T(X,Y)), VX, Y ¢ U (7.3)

Proposicao 73. Seja S uma t-conorma, N uma negagdo fuzzy e T uma t-norma. Se S, T e
N sdo continuas entdo
Isyz=1Isnr (7.4)
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Prova. Considerando X.Y €U, tem-se que
LX) =S(NX),T(X,Y)) o
= SANG). NI [T(X. ). TX. 7))
= [SIN(X), T(X, Y)), S(N(X), T(X,Y))]
SeVxeXeyeY,

S(NX), T(X,Y)) < S(N(x), T(X, Y)) < S(N(X), T(X, 1)),

entdo, IS vr(X,Y) C I[S NT(X, Y).

Mas, se 7 € S (N(X), T(X, Y)), entdo, pela continuidade de N, existem z; € N(X)
ez € T(X, Y) de tal forma que S (z1,72) = z. Assim, pela continuidade de N e T, e pela
inclusdo monotonica, existem 71, € X, 20, € X e 75 € Y tal que N(z1,) = 71 € T(224, 225) =
22 e, assim, S (N(z1a), T (2245 220)) = 2. Se 214 < Zog,entdo tem-se S (N(z14), T (2145 220)) < 2,
ou se 23q < Zia» €n1ao S (N(22a), T(22a, 220)) 2 2. L0g0, 2 € s N.1(210> 220)5 Ls N.7(Z2a5 220)] S
Usyr(x,y) : x e Xeye Y} C ISNT(X Y). Portanto, I[SNT(X Y) = S(N(X) T(X Y) C
Inr(X,Y).

Corolario 9. (REISER et al., 2007, Coroldrio 32) Se I é uma QL-Implicacdo entdo 1é
uma QL-implicacdo intervalar.

Exemplo 7. A melhor representacdo de QL-implicacoes intervalar é dada nos Exemplos
(REISER et al., 2010) seguintes. Denota-se Is,, n.1,> Isp N1 € Ispne1p POY L, Ip € Ip,
respectivamente.

1. Iy(X,Y) = [min{max{l — X, min{X, Y}},max{l — X, min{X, Y}}}, max{max{l —
X’ min{)_(’ Y}}’ maX{l - Xa min{X’ Y}}}]

1-X se X <0.50u(X <0.5eY <0.5);
inf{X, Y} se 0.5 < X;
Iy(X, Y)=q [min{l — X, X} max{l — X, X}] se X <0.5¢e max{l —X,Y} <Y;
[min{Y, 1—_} X] seX<05eXCY;
[min{Y, 1 - X}, Y] seX<05eYCX.
onde X < 0.5 significa que 0.5 € X, mas X # 0.5¢ X # 0.5.
2 L(XY)=[1+X Y-X,1+X°Y - X].

3. Ip(X,Y) = [[1(X,Y), L(X,Y)] onde

0 se(leXeY<leX<l
| min{Y,1-X} sel¢gXeYVY<1
hx.v) = Y seX=[1,1]eY <1
1 seY =[1,1],

1 se0eXouleY
LX,Y) = maX{I_/,l—)_(} seleX, Y <l
1-X 1¢X.
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Teorema 10. Seja Iyt uma QL-implicagdo intervalar. Entdo Isyt e Isyr sdo QL-
implicagoes e

Lsar(X, Y) = [inf{lsnr(x, Y) | x € X}, sup{Is nr(x, l7) | x € X}]

Teorema 11. Se sy 1 € uma QL-implicagcdo intervalar, entdo

syt = Isnr e lsnr = iy

Além disso sy 1 satisfaz 12, entdo

Ispr(X, Y) = [Tspr(X, ¥), snr(X, V)]

Prova. Considerando Isy 1 uma QL-implicagdo, entdo

I(Is po ([, x1, [y, yD)
IS(N([x, xD), T([x, x1, [y, y])))
S(ﬁ(x% T(x’ }’)) = I§,§,I7

Isnr(x,y)

e portanto, Isnt é uma QL-implicagdo. Analogamente, é possivel provar que Isyt =
Gy
Proposicao 74. Seja I uma implicacdo fuzzy intervalar. Se 1 é uma QL-implicagdo inter-
valar, entdo as propriedades 13, 14, 18 e 112 sdo satisfeitas.

Prova. Considerando 1 uma QL-implicacdo intervalar e X,Y,Z € U.

13: Baseando-se na monotonicidade da t-norma intervalar T e da t-conorma intervalarS,
se Y < Z entdo SIN(X), T(X, Y)) < S(IN(X), T(X, Z)). Portanto, Isn1(X,Y) < Isnr(X, 2).
I4: Tspr([1, 11, X) = S(N([1, 1]), T([1, 1], X)) = S([0, 0], X) = X.

I8: Isn1(X, [0,0]) = S(N(X), T(X, [0,0])) = S(N(X), [0,0]) = N(X), e N é uma negagdo
fuzzy intervalar forte.

[12: Pela Eq.6.4, segue a igualdade: Isn1([0,0],Y]) = S([1,1],T(0,0],Y)) =
S([1,11,[0,0]) = [1,1]

Denota-se por C(S), C(T), C(N) e C(Is yr) as classes das t-conormas continuas,
t-normas continuas, negacdes fuzzy fortes e QL-implicagcdes, respectivamente. As ex-
tensoes intervalares relacionadas sao indicadas por C(S), C(T), C(N) e C(Is 1), respecti-
vamente. De acordo com a Secdo 7.2.2 juntamente com o Teorema 8 e a proposi¢do 73 a
comutatividade € mostrada no diagrama da Fig. 7.2.

Eq(4.5
C(S) X C(N) x C(T) _La8y) CUsnr)

(Eq(6.2),Eq(6.5), Eq(6.1)) Eq(7.4)

Eq(7.3
C(S) X C(N) x C(T) - CIsp,r)

Figura 7.2: Comutatividade da classe de QL-implica¢des intervalares
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Proposicao 75. Se uma QL-implicagdo fuzzy intervalar Is v satisfaz a simetria contra-
positiva em relagdo a N (111) entdo S(X,N(X)) = [1,1], VX € U.

Prova. Considerando 1 uma QL-implicacdo intervalar e X, Y, Z € U satisfazando (111).

S(X, N(X))

S(N(X), X)

= S(N(X),T(X,[1,1]))

= Lnr(X, [1,1])

= Lsnr(N([1, 1]), N(X))(por 111)
= Isnr([0, 0], N(X))

= SN([O, 0]), T([0, 0], N(X)))

= S([1,11,[0,0D = [1, 1]

Proposicao 76. Se uma QL-implicagdo intervalar Is 1 satisfaz a propriedade da antito-
nicidade no primeiro argumento (12) entdo S(X,N(X)) = [1,1], VX € U.

Prova. Considerando 1 uma QL-implicagdo intervalar e X, Y, Z € U satisfazando (12).

SX,N(X)) = S(IN(X), X)
S(IN(X), T(X, [1,11)
= ILnr(X [1,1])
> Isnr([1,1],[1,1]) = [1, 1](pela propriedade 12)
Portanto, S(X,N(X)) = [1, 1].

Proposicao 77. Se uma QL-implicagdo intervalar Is 1 satisfaz a propriedade da antito-
nicidade no primeiro argumento (12) entdo Is 1 satisfaz 15 se, e somente se, existe uma
t-conorma intervalar S tal que

Ispr(X,Y) = S"(N(X), Y).

Prova. Pelo Teorema 11 Isnr e Isnr sdo QL-implicagées e Isnr(X,Y) =

Tsnr(X, Y), Is (X, V). Se Isnt satisfaz a Propriedade 12 entdo as projecoes
Isnt e Isnt satisfazem a Propriedade I2. Logo, pela Propriedade 15 existem t-
conormas S e S, tal que Isyr(X,Y) = Liur(X,Y) = SINX),Y) e Lur(X,Y) =
LazX.Y) = S2(MNX), V). Assim, Isyr(X, Y) = [S1N(X), Y), S>2(N(X), Y)]. Deste modo,
se Sy < 8y, entdo Fs, s, é€ uma t-conorma intervalar dada pela expressao Fs, 5,(X,Y) =
[$1(X,Y),S»(X, V)] Portanto, Isnr(X,Y) = Fs 5,(NX),NXLY.YD =
Fs,s,(N(X),Y) e logo, S = Fg, 5,.

Proposicao 78. Seja I, w1 uma QL-implicagdo intervalar. Entdo

() I5,nr(X,NX)) = N(X); e
(71) I, nr(X,Y) =[1,1] se, e somente se X =[0,0] or X =Y =[1,1];

Prova. (i) Se N(X) < sup{N(X), T(X,N(X))}, entdo N(X) < Is, nr(X,N(X)). Sendo,
Is,, nr(X, N(X)) = S/'A\,,(N(X),T(X, N(X))) < N(X). Portanto, Is,, y7(X, N(X)) = N(X).
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(@) Se Is, n1(X,Y) = [1,1] entdo ST,\W(N(X),T(X, Y)) = sup{N(X), T(X,Y)}
[1,1]. Assim, se N(X) = [1,1] entdo X = [0,0] e se T(X,Y) = [1,1] entdo X = Y =
[1,1]. Considerando X = [0,0]. Entdo Is, x1([0,0],Y) = Sy MN([O, 0]), T([0, 0], Y))
Su([1, 1], T([0,0],Y)) = [1, 1]. Analogamente, para o caso contrdrio, se X =Y = [1,1]
entdo Is, wr([1, 11, [1, 11) = Sp(N([1, 1), T([1, 1], [1, 11)) = Sp([0,01, [1, 1]) = [1, 1].

7.2.3 D-Implicacoes Intervalares
Seja S uma t-conorma intervalar, T uma t-norma intervalar e N uma negacao
forte intervalar, entdo uma implicacdo intervalar € uma D-implicacdo intervalar dada pela
equagao:
Ispn(X,Y) = S(TIN(X),N(Y)), ¥) , VX, Y € [0,1] (7.5)

As D-Implicagdes intervalares sdo contraposi¢des de QL-Implicacdes intervalares
e vice -versa:

Iszn(N(G), N(x))

SO, T(N(y), N(x)))
S(T(N(y), N(x)),y)
S(TIN(x), N(¥)), y) = Iszn(x, y)

Proposicao 79. (REISER et al., 2008, Teorema 5.2) Seja S uma t-conorma, T uma t-norma
e N uma negacgdo fuzzy . Se S, T e N sdo continuas entdo

—

Iszy=Ison (7.6)

Corolario 10. (REISER et al., 2009) Se I é uma D-Implicagcdo continua entdo 1 é uma
D-implicacdo intervalar.

Exemplo 8. Baseado na Proposicdo 79, extensoes de implicacoes intervalares pode ser

dado pelas expressoes seguintes:

1. Ig 7 52(X, Y) = [min(min(1 = X, 1 = Y) + ¥, 1), min(min(1 - X, 1 =) + Y, D).

2. I XD =[1-X)1-NA-D+Y, 1-X)1-V)1-Y)+Y] = Is, 7, 5.(X. V).

3. Iy 77 7 (X, ¥) = [min(max(1-X-Y,0)+Y, 1), min(max(1-X - Y)+Y, 1.

Assim, I 7 =X, Y) = Is, 1, v (X, Y), €

[1-X-Y+Y,1-X-Y+Y], se Y<X+Y<X+Y<I;
[1-X-Y+VY,1], se X+Y<Y<X+Y<I;
Ig; mneXY) = ;v VIiVeV Y.V
vTiNe [Y,1-X-Y+7Y], se X+Y<Y<1<X+7Y;
[Z,I_/], c.c. .
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Proposicao 80. (REISER et al., 2009) Se I é uma D-Implicacdo continua entdo 1 satisfaz
as propriedades 12 e 14.

Denota-se por C(S), C(T), C(Is7.n) € C(N) as classes das t-conormas continuas,
t-normas continuas e das D-implica¢des e as negagdes fuzzy fortes , respectivamente. As
extensoes intervalares relacionadas sdo indicadas por C(S), C(T), C(N) e C(Is 1), respec-
tivamente. De acordo com a Secdo 4.2.3, juntamente com o Teorema 8 e a Proposi¢ao 79
a comutatividade do diagrama da Fig. 7.3 é mostrada logo abaixo.

Eq.(4.7)
CS)XC(T)XC(N) ———— CUsrn)

Eq.(6.2), Eq.(6.1), Eq.(6.5) Eq.(7.6)

Eqg.(7.5
() x C(T) x ) —2472) | o)

Figura 7.3: Comutatividade da classe das D-implica¢des Intervalares

7.2.4 R-Implicacoes Intervalares

Seja T uma t-norma, entio (BEDREGAL et al., 2007): Seja T : [0, 1]*> — [0, 1]
uma t-norma intervalar continua a esquerda. A fun¢do bindria I : [0, 11> — [0, 1] definida
pela expressao:

I+(X,Z) =supf{z € [0,1] | T(X,Z) < y} (7.7)

¢ denominada R-implicagdo intervalar.

Proposicao 81. (B.C. BEDREGAL; REISER, 2009, Teorema 14) Seja T uma t-norma
intervalar (Moore, Scott) continua a esquerda. Se 1 é uma R-implicacdo intervalar entdo
I satisfaz 12, 13 e 112.

Teorema 12. (BEDREGAL,; REISER; DIMURQO, 2009c) Seja T uma t-norma, entdo

—

I = Ir (7.8)

Observacao 5. Este teorema afirma que as constru¢oes de implicagdes intervalares a
partir de implicagées derivadas de uma t-norma, corresponde com a implicagdo interva-
lar derivada da t-norma intervalar obtida a partir de t-norma. Ou seja, temos a comuta-
tividade garantida pela Eq.7.8.

Prova. Sejam X,Y,Z € U. Considere o o conjunto {Z € U | [T(x,z;),T(x,2)] < Y}.
Tem-se que:

I+(X,Y)

sup{Z e U |I(X,Y) <Y}

= sup{Z e U|[T(x,z), T(x,2)] <Y}

= [sup{Z e U|T(x,2) <y}, sup{Z e U| T(x,2) <y}
= [Ur(x, ), 1((x,y)]

= I,(X,Y)
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Denota-se por C(T) e C(Ir) as classes das t-normas continuas, e R-implicagdes,
respectivamente. As extensoes intervalares relacionadas sdo indicadas por C(T), e C(I1),
respectivamente. De acordo com o Teorema 8, juntamente com a Proposicao 79, verifica-
se a comutatividade do diagrama na Fig. 7.4.

Eqg.(4.8
C(T) 4.48) Cly)
Eq.(6.1) Eq.(7.8)
Eqg.(7.7
C(T) ¢..7) Cll)

Figura 7.4: Comutatividade da classe de R-implica¢des intervalares.

Proposicao 82. (BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009c, Teorema 16) Seja T uma t-
norma intervalar continua a esquerda (no sentido de Moore-Scott). Entdo It satisfaz 12,

I3, IS e 118

7.3 Automorfismo Intervalar e Implicacao intervalar

Teorema 13. (BEDREGAL et al., 2007b) Seja ¢ : U — U é um automorfismo intervalar e
I : U? - U é uma implicagdo intervalar. A fungéo 1° : U* — U dada pela expressdo

I°(X,Y) = O~ (L(D(X), D(Y))). (7.9)

é uma implicagdo intervalar.
Neste trabalho apresenta-se um estudo dos automorfismos intervalares agindo so-
bre S-implicagdes intervalares. De forma analoga, o mesmo estudo pode ser estendido

para as demais classes de implicacdes intervalares: QL-implica¢des, D-implicacdes e R-
implicacdes,

7.3.1 Automorfismos intervalares agindo sobre S-implicacoes inter-
valares

No seguinte teorema, serd mostrado como um automorfismo intervalar age nas
S-implicacdes intervalares, gerando novas S-implicagdes intervalares.

Teorema 14. (REISER et al., 2008) Seja ® : U — U um automorfismo intervalar e
Isn : U? — U uma interval S-implicagdo intervalar . Entdo Hg,N : U2 > U é uma
S-implicagdo intervalar definida por

FSP,N = HS‘D,N‘D' (7 10)

Prova. Considerando X,Y € U, segue-se que
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xXY) = O (I n(0(X), D(Y)))
= O (SMV(@(X)), D(Y))))
= O7(S(D o ' (N(D(X))), D(Y)))
= O (S(PM*(X)), (X, Y))
= SPIN®(X),Y) = Teoo(X, V).

Corolario 11. Seja 1 uma S-implicacdo intervalar e ® um automorfismo intervalar.
Entdo, tem-se quel®(X,Y) = [I°(X,Y ),I[_(D(X, Y)l,onde 1 e 1 sdo projecées, respectiva-
mente, a direita e a esquerda, e ® é um automorfismo definido pela Eq. (6.9).

Prova. E provado, a partir do Teorema 14.

Proposicao 83. Seja I uma S-implicacdo interval, I uma S-implicacdo e ® um automor-

fismo intervalar. Se 1 é uma representacdo intervalar de I, entdo 1® é uma representagdo
intervalar de I2.

Prova. Se x € X ey € Y entdo, afirma-se que ®(x) € O(X) e O(y) € ®(Y). Como
I representa I, tem-se que I(P(x), P(y)) € I(DP(X),DP(Y)). Portanto, conclui-se que
O™ (1(D(x), D)) € D™ UDX), D(Y))), que é 12(x, y) € I°(X, Y).

Proposicao 84. Seja l uma S-implicacdo intervalar e ®, e O, automorfismos intervalares.
Entdo, (I*1)®2 = [P1°%2,

Prova. Considerando X,Y € U, segue-se que

a*H®™ X, ) ;' (I (D2(X), D(Y)))
= 01 (07 L@ (D2(X)), D (D2(Y)))))
= @' o O (I(D) 0 Dy(X), D; 0 Dy(Y)))

= (@) 0 )" (D) 0 Dy(X), ©; 0 Dy(Y))) = [""*(X, Y).

Teorema 15. (BEDREGAL et al., 2007b) Seja 1 uma S-implicacdo intervalar e ® um
automorfismo intervalar. Entdo tem-se que

J—

s —0
]IS,N = ]IS,N (71 1)
Prova. Considerando X,Y € U, segue-se que

12(X,Y)
= [I®(max(X,Y), min(X, Y)), I®(min(X, Y), max(X,Y))]
= [07'I(D(max(X,Y)), D(min(X, Y)))),
O~ (I(@(min(X, Y)), D(max(X, Y))))]
= O [I(max(@(X), D)), min(®(X), D(Y))),
L(min(®(X), DY), max(®(X), D(Y)))]

= O [I(max(P(X), DY), min(®(X), D(Y))),

I(min(®(X), D(Y)), max(D(X), (Y)))]
= O IDX), D(Y))) pela Eq. (3.12) = TP(X, Y).
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Proposicao 85. Seja Isy uma S-implicagdo e ¢ um automorfismo. Entdo, tem-se que

= —0
Igy=TIsn - (7.12)

Prova.

I2uX,Y) = [inf{Idy(x,y) | xeX,ye Y},
sup{lg y(x,y) | x€ X,y € Y}]
= [UgyX, 1), I§ (X, V)]
= [0 Us M @X), D(Y))), D' (Is p(D(X), D(Y)))]
= o (Us N (@(X), DY), Is n(P(X), D(Y))])
= O ([Is f(DX), DY), L5 y(D(X), D(Y))])

= O Ty (@X), DY) = Isy (X, Y)

Corolario 12. Seja Isy uma S-implicacdo e ¢ um automorfismo. Entdo, I?’N =I5 5o
Prova. Segue a partir do Teorema 71, da Proposicdo 68, Teorema 14 e Proposigcdo 85.

De acordo com a Proposi¢ao 85, a comutatividade do diagrama € representada na
Fig. 7.5.

Eqg.(7.2
) x ey — 2402 Cllsw)

Eq.(6.2), Eq.(6.5) Eq.(71.9)

Eq.(7.10)

C(S®) x C(N®) CI3y)

Figura 7.5: Acdo do automorfismo intervalar ® sobre as S-implicacdes Intervalares.

Baseado no Teorema 14, S-implicacdes (intervalar) e automorfismos (intervalar)
podem ser vistos como objetos e morfismos respectivamente, da classe. C(C(I), Aut(1))
(€(C(I), Aut(I))). Por esta abordagem, a acdo de um automorfismo intervalar sobre uma
S-implicacdo intervalar pode ser atribuida a uma func¢ao covariante cuja aplicag¢do sobre S-
implicacdes e automorfismos em C(C(/), Aut(l)) retorna a melhor representagao intervalar
sobre C(C(I), Aut(I)).

7.3.2 Automorfismo Intervalar agindo sobre QL-implicacao Interva-
lar

Proposicao 86. (REISER et al., 2010) Seja Isnt uma QL-implicagcdo intervalar onde
T uma t-norma intervalar continua e estrita. Entdo existe um automorfismo intervalar
®:U — Utal que

Isr = O (SM(D(X)), T(D(X), D(Y))) (7.13)

Proposicao 87. (BEDREGAL et al., 2007b) Seja 1syr uma QL-implicag¢do intervalar,
onde T é uma t-norma intervalar continua tal que T(X, N(X)) = [0,0]. Entdo existe um
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automorfismo intervalar ® : U — U tal que
—
Ispr(X.Y) = S(NX), T, (X, Y))) and N(X) < NE(X).

E®(X, Y) = O ' (sup{®(X) + DY) - [1,1],[0,01}) € a acdo do automorfismo intervalar
@ sobre t-conorma intervalar de Lukasiewicz.

Corolario 13. (REISER et al., 2007)Seja Is v uma QL-implicag¢do intervalar, where T é
uma t-norma intervalar continua dada por T(X,N(X)) = 0. Entdo, VX € U,

Isnr(X, N(X)) = N(X).

Teorema 16. Seja ® : U — U um automorfismo intervalar 1 : U?> — U uma QL-
implicagdo intervalar. Entdo I® : U*> — U é uma QL-implicacdo intervalar definida
por

IS r (X, Y) = SPAN®(X), T*(X, Y)). (7.14)

Prova. Considerando X, Y € U, tem-se que
247X, Y) = O (I n 7 (D(X), D(Y)))
= O~ (SN(D(X)), T(D(X), D(Y))))
= O7(S(® 0 D' (N(D(X))), D 0 O~ (T(D(X), D(Y)))))
= O~ (S(PIN?(X)), D(T(X, Y))))
= SP(N®(X), T*(X, 1))

Proposicao 88. (MAS; MONSERRAT; TORRENS, 2007) Seja Is 1 uma QL-implicagdo
intervalar, onde N = N¢. Entdo existe um automorfismo @ : U — U tal que

@~ (min([1, 1] - O(X) + O(T(X, V), [1,1])))

O~H([1, 1] = ©(X) + (T(X, Y))).

IS (X, Y)

Proposicao 89. Seja ® e @ um automorfismo intervalar em U de forma que a QL-
—
implicagdo intervalar HS“” N satisfaz a Prop. 110 se, e somente se, N satisfaz Nc (X) <
L N1 L
——
N(X) < Ne (X).
e I[EZ(I),N,TZ(D, é expressa por
NX), T, (X.7)=10,0]
— 1 —
Igtamr XN =0 ¥ (0,01 <7 (X, 1) < New (X0;
(1,1, T, (X,Y) = Nc¢ (X).

De acordo com o Teorema 16, a comutatividade € representada no diagrama na
Fig. 7.6.

7.3.3 Automorfismos Intervalares agindo sobre D-implicacoes Inter-
valares

A seguir, € mostrado que a acdo de um automorfismo intervalar preserva uma
D-implicacao intervalar.
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Eq.(7.3
C(S) x C(N) x C(T) L0 ¢ (snr)

Eq.(6.2), Eq.(6.5), Eq.(6.1) Eq.(7.9)

Eq.(7.14)

C(S®) x C(N®) x C(T?) CIE 4 1)

Figura 7.6: Ac¢do do automorfismo intervalar @ sobre as QL-implicagdes Intervalares

Teorema 17. (REISER et al., 2008) Seja ® : U — U um automorfismo intervalar e
I : U - U uma D-implicagdo intervalar. Entdo 1° : U* — U também é uma D-
implicagdo intervalar.

Prova. Isto é suficiente para verificar as seguintes equacoes:
(X, Y) = YT (X), N"(Y)), V) (7.15)

Considerando X, Y € U, tem-se que
2 XY) = 07 (I n (@), D(Y)))
= O~ (S(T(N(D(X), NO(Y))), D(Y))
= O (S(T(D(D ' (ND(X)))), D(D ' (ND(Y))))), D(Y) pela bijetividade de ®
= O~ (S(D(X), NO(P~H(T(@N®)(X)), D(N®(Y))))), D(Y))
= SP(TP(N*(X), N®(Y)), Y)

Proposicao 90. Seja Is vy uma D-implicagdo e ® um automorfismo. Entdo,

D

I I (7.16)

STN — Y50 No-

De acordo com o Teorema 17 e a Proposicao 90 , vale a comutatividade no dia-
grama na Fig. 7.7.

Eqg.(7.5
C(S) x C(T) x ) —2472) o

Eq.(6.2), Eq.(6.1), Eq.(6.5) Eq.(1.9)

Eq.(7.15)

C(S®) x C(T®) x C(N?) CI2: )

Figura 7.7: Acdo do automorfismo intervalar @ sobre as D-implica¢des Intervalares

7.3.4 Automorfismos Intervalares agindo sobre R-implicacoes Inter-
valares

O préximo teorema estabelece que € irrelevante a ordem em que se aplicam os
construtores de automorfismos intervalares e de representagcdo intervalar (representacao
candnica). Ou seja, o automorfismo intervalar aplicado sobre uma R-implica¢do obtida
pela representacao candnica de uma t-norma intervalar € andlogo a aciao de automorfismo
intervalar aplicado sobre a representacdo candnica para R-implicagdo fuzzy.
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Teorema 18. (BEDREGAL; REISER; DIMURO, 2009c) Seja ® : U — U um automor-
fismo intervalar e 1 : U?> — U uma R-implicagdo intervalar. Entdo 1% : U* — U também
¢ uma R-implicagdo intervalar , definida por

I7 = I. (7.17)

De acordo com o Teorema 18, a comutatividade € representada no diagrama na
Fig. 7.8. Para tal, tem-se a seguinte notacao:

e C(T) e C(T) denotam a classe das t-normas e t-normas valoradas intervalarmente,
respectivamente;

e C(I) e C(I) denotam a classe das implicacOes e implicacOes valoradas intervalar-
mente, respectivamente;

e C(Ir) e C(Iy) denotam a classe das R-implicagdes e R-implicagdes valoradas inter-
valarmente, respectivamente.

Eqg.(7.8
o) 475 )

Eq.(6.1) Eq.(7.9)

Eq.(7.17)

C(T?) C(I?)

Figura 7.8: A¢do do automorfismo intervalar @ sobre as R-implicacdes Intervalares

7.4 Consideracoes Finais

A preservacdo de propriedades reportadas neste capitulo por proposi¢des e teo-
remas, assim como as defini¢des que estendem as classes de conectivos fuzzy para
correspondente abordagem intervalar, tornaram vidvel a integracdo dos correspondentes
diagramas comutativos apresentados na Figura 7.1 e Figura 7.5, resultando no diagrama
comutativo descrito na Figura 7.9.

Neste diagrama-cubo tem-se trés dimensdes, cada uma interpretando uma das es-
truturas abordadas neste trabalho:

(i) naface posterior, tem-se a representacdo dos operadores de agregacao e negacao fuzzy,
0s quais sdo responsaveis pela representacao explicita das classes de implicagcdes e
de S -implicagdes.

(ii) na primeira face, tem-se a representacdo intervalar dos operadores de agregacdo e
negacdo fuzzy, os quais sdao responsaveis pela representacdo explicita das clas-
ses de implicacOes intervalares e de S-implicagdes intervalares, considerando a
melhor representacdo intervalar de cada operador, ou seja, as correspondentes
representacoes canonicas.
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(iii) nas faces laterais, tem-se a representacao intervalar dos operadores de agregacdo e
negacdo a esquerda, bem como a representacao intervalar da classe de implicacdes,
a esquerda.

(iv) na face inferior, considera-se a representacdo do relacionamento entre as classes de
conjugadas de cada um destes operadores: t-conorma §, negacdo N, implicacdo [ e
S -implicagdo Is y, incluindo os relacionamentos entre as correspondentes extensoes
intervalares destes operadores bem como a acao de automorfismos intervalares.

Eq. (4.2
e ey —2 G2 o
) &
: Eq. (3.12)| %
e @a q-3.12)| = @a
Eq. (3.14), Eq. (3.16) cExemy — 2402 | Sq
Eq.(6.2), Eq. (6.5)
C(S%) x C(N?) Ea-@9) cae Eq.(1.9)
> &
9@a 9_@)
cs®yxem®y —24- 710 cas,)

Figura 7.9: Diagrama comutativo relacionando as classes de S-implicacdes, S-
implicagdes intervalares e apresentando a a¢do de automorfismos sobre estas classes.
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8 A-IMPLICACOES FUZZY VALORADAS
INTERVALARMENTE

Neste capitulo apresenta-se a extensao intervalar das A-implicacodes fuzzy e o es-
tudo de algumas propriedades das A-implicagdes intervalares. E também, a construgcao
da extensdo intervalar das principais subclasses de implicacdes fuzzy da classe de A-
implicagdes, como a implicacdo de Yager e a implicacdo G, incluindo avaliacdo da
acao de automorfismo e relacdes de dualidade. Na sequéncia, outras quatro proprieda-
des de implicacOes fuzzy intervalares serdo consideradas, as quais sdo relevantes para
a axiomatizacao na representacdo das A-implicacdes intervalares. Para tal, considera-se
uma t-norma intervalar T.

119 : I(X, T(Y, Z)) = TAX, Y),1(X, Z));
120 : (T(X, Y),Z) = I(X,I(Y, 2));

121 : TAX, ), IN(X), ) = Y;

122 : T(I([0.5,0.5]; ¥),1([0.5,0.5]; Y) = Y.

8.1 Extensao Intervalar das A-Implicacoes Fuzzy

Baseando-se na se¢do 5.1, apresenta-se a seguir uma extensao intervalar para a
classe das A-implicacdes fuzzy.

Definicdo 27. Uma implicacdo fuzzy intervalar 1 : U> — U pertence a classe das A-
implicacées intervalares se existem uma t-norma intervalar T : U* — U e uma negacdo
Sfuzzy intervalar N : U — U tal que I verifica algumas das propriedades 111, 119, 120, 121
e 122.

Com base na defini¢cdo de particulares 7—normas intervalares e negacoes fuzzy in-
tervalares, expressoes para as implicacdes fuzzy intervalares que nao pertencem as classes
de representacdo explicita e nem as classes de representacao implicitas, mas que podem
pertencer a classe das A-implicagdes intervalares, sdo reportadas na Proposic¢ao 91:

Proposicio 91. Sejam T : U?> — U, T(X,Y) = X - Y, a t-norma do produto intervalar
continua e N : U — U, N(X) = [1, 1] — X, a negacdo fuzzy intervalar padrdo. Assume-
se que 1 : U* — U é uma funcdo continua em U?, exceto nos seus pontos extremos
([0,01;[0,0]) e ([1,1];[1, 1]). Entdo, considerando-se que 1 satisfaz a Propriedade 11 e:
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(i) se I também satisfaz as Propriedades 119 e 120, entdo para todo niimero real R > 0,
a funcdo 1 tem representagdo dada pela expressdo:

[1,1], seX =1[0,0] e Y =1[0,0];

Y,  cec ®.1)

I(X,Y) = {

(ii) se I também satisfaz as propriedades 119, 120 e 122, entdo a fungdo 1 tem repre-
sentacdo dada pela expressdo:

[1,1], seX =Y =1[0,0];

I(X,Y) = { vy (8.2)

C.C.

(iii) se I também satisfaz as propriedades 120 e 121, entdo a fungdo 1 tem representagcdo
dada pela expressdo:

[1,1], seX =Y =10,0];

I(X,Y) :{ Ve (8.3)

(iv) se I também satisfaz as propriedades 119 e 111, para todo niimero real K > 0, entdo
a fungdo 1 tem representacdo dada pela expressdo:

(1,11, seX=Y=[0,00ouX=Y=[1,1];
_ ] [0,0], seX=[1,1]1eY #1;
X, ¥) = [0,0], seY =[0,0]e X #0; (8.4)

e—K.ln([l,l]—X).lnY’ c.c.

sendo InX : U — U a fungdo logaritmica definida na segdo 2.3.3.

8.2 Implicacao de Yager Intervalar
Proposicio 92. Sejaly : U?> — U a fungdo definida como

X, Y)=[1,1], se X=Y =[0,0] e IyX,Y)=Y*= [ZY,I_/X], c.c. (8.5)
Iy é uma implicacdo fuzzy intervalar chamada de Implicacdo de Yager Intervalar.

Prova. Por definicdo, 1y([0,0],[0,0] = [1,1]. Além disso, Iy([0,0],[1,1]) =
Iy([1,11,10,0D) = Iy([1, 11, [1, 1]) = [1, 1].

Proposicao 93. Seja Iy uma implicacdo de Yager, entdo a sua representacdo candnica é
dada pela expressdo:

L(X,Y) = (X, Y) = [y (X, V), Iy (X, V). (8.6)
Prova. Segue-se pela Proposicdo 92, pela Eq.7.1 do Teorema 8 e pela Proposicdo 46.
Proposicao 94. 1y satisfaz as seguintes propriedade: 12 — 15, 19, 112 — 113 e 118 — 122.

Prova. Seja X,Y,Z € U. Pela caracterizagdo de ly, dada na Eq.8.6 , tem-se que
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12 Se X < Z entc'io X< Z e X< Z Logo, tem-se que l_/g > I_/Z e VX > XZAssim,

= (Y4 Y) < [YX; Y] = Y% Portanto, se X < Z entdo Y* > Y7,

I3SeY <ZentdoY < Ze Y <Z Logo, tem-se que I_/X < ZK e ZY < ZY.Assim,
YX = [XX;?K] < [Z5 ZK] ZX. Portanto, se Y < Z entdo YX < ZX.

14 Iy([1,1],Y) = YIbU = [¥!; Y]:[ Y] =Y;

5 LKLYZ) = @)Y = 25729 = 2529 = @)@y

(29 @51 = 12527 = 12579 = @) = LELX.2);
19 T,(X.[1,1]) = [1,17¥ = (1%, 15] = [1, 1];

112 Iy([0,0], X) = X' = [(X)°, X)°] = [1, 1];

13 Como 1y satisfaz a propriedade 13 e supondo Y > 0, entdo 1(X,Y) > I(X,[0,0])
N[(X7 [0’ O]))

18 Supondo-se agora X < Y. Logo, se X =Y =1[0,01ou X =Y = [1, 1] ou ainda, se
Y=[1,1]e X <1, tem-se que Iy(X,Y) = YX = 1. Portanto, ly satisfaz a condicdo
de contorno;

119 Sempre que T(X,Y) = X - Y, y(X,T(Y,2)) = Iy(X,Y - Z) = (Y - Z)X; Considerando
a definicdo e propriedades da multiplicacdo intervalar da Segdo 2.3.3, entdo tem-
se: Iy(X,T(Y,Z)) = YX - ZX. Portanto: T(Iy(X,Y),1y(X, Z)) = Iy(X, T(Y, Z));

120 Sempre que T(X,Y) = X - Y, [y(T(X,Y),Z) = Iy(X - Y,Z) = ZXY. Considerando a
definicdo de multiplicacdo intervalar e de potenciacdo intervalar da Secdo 2.3.3,
entdo tem-se: 1y(T(X,Y),Z) = (Z")X. Portanto: Iy(X,1y(Y,Z2)) = I,(T(X, Y), Z);

121 Sempre que T(X,Y) = X - Y, TIy(X, Y),Iy(N(X), Y)) = YX . YILU=X Considerando
a definicdo e propriedades da multiplicacdo intervalar e de potenciacdo intervalar
da Secdo 2.3.3, conclui-se que: T(Iy(X,Y),Iy(N(X),Y)) =

122 Sempre que T(X,Y) = X - Y, T(Iy([0.5,0.5], ¥),Iy([0.5,0.5], )) = y[0:5.051. y105.0.5] —
()3, (1)%3] - [(Y)3, (Y)*3]. Considerando a definicdo e propriedades da mul-

tiplicacdo intervalar e de potenciacdo intervalar da Secdo 2.3.3, conclui-se que
T(Iy([0.5,0.5],Y),1y([0.5,0.5],Y)) = Y

Portanto, a implicagdo de Yager intervalar satisfaz 12 — 15, 19, 112, 113 ¢ 118 — 122 .

Proposicao 95. As propriedades 16 — 18, 110, 111 ¢ 114 — I1 ndo sdo verificadas pela
implicagdo fuzzy de Yager intervalar dada pela Proposicdo 92.

. ¥ —X - _x X [X.X] 2 —x?
16 Sejam Y¥ = (1Y, (V)] ¢ (¥ =YYV =[Y5T ] =[Y*,Y 1. Logo
-2 - —
YX = (Y% somente se Y* = Y¥, X =X ¢ T5 = Y se X* = X. Caso
contrario, Iy ndo verifica a propriedade 6.
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7 Seja (M) = (1L 1= (X.X7 = (1-X1-X"" = (1 -%"(1-X"] =
INX)¥, N(X)") # N(X). Portanto,Iy néo verifica a propriedade 7.

I8 Iy(X,[0,0]) = [0,01X = [0%,0%] = [1,1] se X = [0,0], e [y(X,[0,0]) = [0,0], caso
contrério. Logo, Iy ndo verifica a propriedade I8.

110 Iy(X,Y)>Y. Como0< X <X < l,entéoziszel_/xsl_/.
Iy(X,Y) = [ZY; )_’X] <Y, Y] = Y. Portanto Iy néo verifica a propriedade 110

I11 Considerando-se Iy(N(Y),N(X)) = N(X)"'™ tem-se que X = N(Y) e Y = N(X) ou
X =Y =10,0]. Logo Iy ndo satisfaz a simetria contrapositiva.
De forma andloga, as demais propriedades podem ser demonstradas.

Proposicao 96. 1y ndao é uma S-implicagdo intervalar e nem uma R-implicagdo interva-
lar.

Prova. Pela Proposicdo 95, tem-se que ly ndo satisfaz a Propriedade 111 e nem satisfaz
a Propriedade 112. Portanto, baseando-se na Proposicdo 72 e na Proposigcdo 82, 1y ndo
é S-implicacdo intervalar nem R-implicagdo intervalar.

Corolario 14. Iy ndo é uma QL-implicacdo intervalar.

Prova. Pela Proposicdo 95, 1y ndo satisfaz a Propriedade 18 . Portanto, pela Pro-
posicao 74, Iy também ndo é uma QL-implicacdo intervalar.

8.2.1 ®&-conjugada da Implicacao de Yager Intervalar

Pela definicao de automorfismo intervalar, a ®-conjugada da implicagdo de Yager
intervalar ¢ dada pela expressao:

IY(X, Y) = &~ Iy (O(X), D(Y))) (8.7)
Aplicando-se a Equacdo 8.5 da Proposi¢ao 92, tem-se:

(i) I2(X,Y) = [®(V)]*™ =[1,1], se X =Y =[0,0], pois @([0,0]) = [0,0];

(i) 12X, ) = [@NI*® = [OX)*D, 1)), sempre que B(Y) = [OY), O(Y)] e
O(X) = [D(X), DX)].

Proposicao 97. Seja ® um automorfismo. A fungdo conjugada I3 de Iy é também uma
implicagdo fuzzy intervalar.

Prova. Considerando 1y uma implicacdo de Yager intervalar, cuja definicdo é dada pela
Eq. (8.5).

I1 Segundo a Definicdo 15 e a Eq.6.10, tem-se que:

I7([0,01,[0,01) = @~ (Iy(®([0, 0), ([0, 01))) = @~ (Iy([0, 0], [0,0])) = [1, 1];
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I9([0,0], [1, 11) = &~ (Iy(®([0, 01), D([1, 11))) = @' (I¥([0, 01, [1, 1]) = [1, 1];
DAL, 10,11, 1]) = &~ Ay (@([1, 1), D([1, 11))) = &~ Ay([1, 11, [1, 1)) = [1,1];

I9([1,11,10,01) = &~ (Iy(®([1, 1), ([0, 01))) = @' (Iy([1, 11, [0, 0])) = [0, 0].

Assim, a conjugada da implicagcdo de Yager intervalar é também uma implicagcdo fuzzy
intervalar.

Proposicao 98. Seja ® um automorfismo e Iy a conjugada de ly. Para cada k € K =
{2,3,4,5,9,12,13,19, 20, 21}, Iy satisfaz IK se, e somente se,a O-conjugada I[;I,) também
satisfaz TK.

Prova. (=) Considerando 1y a implicacdo de Yager intervalar , definida pela Eq. (8.5).
Logo,

2 Se X < Z entdo ©(X) < O(Z) logo, 1y satisfaz 12, Iy(D(X), D(Y)) > [y (D(Z), D(Y)).
Desde que ® seja uma fungdo continua e estritamente crescente que satisfaca as
condigdes de contorno. I3(X,Y) = @' (I(D(X), ©(Y)))) = O ' I(D(Z2), (Y))) =
I3(Z,Y).

I3 Se Y < Z entdo ®(Y) < ®(Z) logo, 1y satisfaz 13, Iy(D(X), P(Y)) < Iy(DP(X), D(Z)).
Portanto, I3(X, Y) = @ (Iy(@(X), D(Y)))) < @ (I (D(X), P(2))) = [J(X, Z).

14 Se 1y satisfaz 14, I3([1,11,Y) = O 'Iy(d(1), DY) = O 'Iy(1,d(Y))) =
O~ (DY) =Y.

IS Considerando que ly satisfaz IS, tem-se

Iy (X, I3(Y, 2)) O~ NIy (D(X), DUL(Y,Z)))) pela Eq. 6.10, Proposicdo 65

= O N Ip(D(X), Iy(D(Y), D(Z)))) pela Eq. 6.10, Proposicdo 65

= O Iy (DY), Iy (D(X), D(Z)))), pela propriedade 117

= O (I (DY), (DD Iy (D(X), D(Z)))))), pela Eq. 6.10, Proposicio 65

= INY,I}(X,Z)), pela Eq. 6.10, Proposicdo 65

19 Se 1y satisfaz 19 entdo I[‘;’(X, [1,1] = O (I(P(X), D([1,1]))))
O~ (I(D(X), [1, 1) = ©7'([1,1]) = [1,1].

112 Se Iy satisfaz 17 entao I3([0,0],Y) = O 'I(®D(0,0]), D(Y))))
O~ '(1([0,0], ®(Y)))) = @ ([1,1]) = [1,1]. Assim, Iy verifica a propriedade
da domindncia da falsidade, e 13 satisfaz a propriedade da domindncia da verdade
do consequente.

113 : Se Iy satisfaz a propriedade 13 e supondo Y > 0, entdo 1°(X,Y) > I®(X,[0,0]) =
NP (X, [0, 0]).
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19 Considerando que 1y satisfaz 119 sempre que T(X,Y) = X - Y entdo

Iy (X, T*(Y, 2)) O Iy (D(X), D(T®(Y, Z)))) pela Eq. 6.10,Proposicdo 65

= O (Iy(DX), (DY), D(Z))) pela Eq. 6.10, Eq. 3.13

= O NTI(P(X), D)), [y(D(X), D(Z)) pela propriedade 18

= O NT(D o D HI(D(X), D(Y)), (P o D HI(D(X), D(Z)) pela Eq. 3.13

= Tq’(]lg)(X, Y),]I;I/)(X,Z)) pela propriedade 18 e Egq. 6.10

Portanto, Iy também satisfaz 8.

120 Sely é uma implicagdo fuzzy que satisfaz 120, entdo

I3(T*(X, Y), Z) O Iy (p(T®(X, Y), D(Z)))) pela Eq. 6.10, Proposicio 65
= O (IW(T(P(X), D(Y)), D(2))) pela Eq. 6.10, Eq. 3.13

= O 'I(DX), Iy (DY), D(Z))) pela propriedade 19

= O ' Iy(D(X), d(I7(Y,Z2)))) pela Eq. 6.10 e Eq.3.13

= IpX,IN(Y,2)) pela Eq. 3.12

Portanto, Iy também satisfaz o principio da troca.

121 Supondo 1y uma implicacdo fuzzy intervalar que satisfaz 121, assim

T®I3(X, Y), I;(N®(X), Y)) O (T(PIT(X, Y)), DIy (N®(X), Z)))) pela Eq. 3.13, Proposicdo 65
= O N (TI(DX), DY), [y(@PN®(X)), D(Z)))) pela Eq. 6.10
= O (TIy(DX), DY), [,(N(D(X)), D(Z)))) pela Eq. 6.11

= O NY),®(2) =1 pelapropriedade 110 e Egq. 6.10

portanto, conclui-se que T*(I3 (X, Y), IP(N®(X), Y)) = Y.

Assim, quando 1y satisfaz IK, a sua conjugada Iy também satisfaz IK.
(<) A prova inversa pode ser obtida de maneira andloga.

Corolario 15. I} ndo é uma S-implicagdo intervalar, nem QL-implicagdo intervalar e
nem uma R-implicagdo intervalar.

Prova. Isto é consequéncia das Proposicoes 23, 32, 35 e 51.

Proposicao 99. A implicagdo de Yager intervalar Iy a ®-conjugada intervalar I3 sdo
A-implicagoes intervalares.

Prova. Baseado-se na Proposicdo 44, na Proposi¢cdo 96 e no Coroldrio 14, 1y é uma
A-implicagdo intervalar. Além disso, pela Proposi¢cdo 44, Proposicdo 98 e Coroldrio 15
I é também uma A-implicagdo intervalar.

Exemplo 9. De acordo com o Exemplo 4, tem-se ®(X) = X". Portanto I e I, formam
um par de funcoes conjugadas.

De acordo com o Teorema 8, juntamente com a Proposi¢ao 93, verifica-se a comu-
tatividade do diagrama na Fig. 8.1.Neste diagrama, C(ly) indica a classe da implicagdo
de Yager, C(I{’?) indica a classe da ¢-conjugada da implicagdo de Yager. As extensoes
intervalares relacionadas sao indicadas por C(Iy) e C (I[;I,’), respectivamente.
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Eqg.(8.6
Cly) 9.80) Cly)

Eq.(5.6) Eq.(8.7)

Eq.(6.8), Eq.(6.9)

C?) cy)

Figura 8.1: Comutatividade das classes obtidas a partir de Implicagcdo de Yager.

8.3 Gy-implicacoes Fuzzy Intervalares

Nesta secdo, serd apresentado uma das principais contribui¢des deste trabalho, a
extensdo intervalar da G,-implicacdes fuzzy e da ®-conjugada da G,-implicagdo fuzzy.

Além disso, serd desenvolvida uma andlise contemplando a versdo intervalar das
propriedades da Gj,-implicagdes fuzzy ja estudadas na Secao 5.3.

Também esta incluida nesta andlise, na Secdo 8.3.1, o estudo da acdo de auto-
morfismos intervalares relacionado com a ®-conjugada da implicacdo valorada inter-
valarmente Gy, fundamentada nas consideracdes discutidas anteriormente, referentes a
Secdo 5.3.1.

Definicao 28. Sejam N¢ a negacdo intervalar padrdo, Tp a t-norma intervalar do pro-
duto e Sy a t-conorma intervalar do mdximo. Considere também a funcdo sg : U — U,
onde

11 X :
sg(X):{ {0’0}’ > > 10, 0% (8.8)

A fungdo Gy, : U? — U definida pela expressdo:
Licsr(X, Y) = Gu(X, Y) = (Nc(sg(X = 1)) - Su(Tu(N(Y), N(X)), Y)), (8.9)
€ uma classe de implicacoes fuzzy intervalares.
A func¢do Gy, definida pela Eq. (8.9), pode ser expressa por:
Gu(X,Y) =([1,1] —sg(X - Y)) - max([1, 1] - max(X, ¥), Y).

Observe que, se X < Yentao [1,1] - X > [1,1] — Y, e portanto

Gu(X,Y) = ([1,1]1-sg(X - Y)) - max(min([1, 1] - X,[1, 1] - Y), )
= ([1, 1] = sg(X = ¥)) - max([1, 1] - ¥, ¥))

Caso contrario, se X > Y, entdo G,(X, Y) = [0, 0].

Proposicio 100. Seja sg a fungdo dada pela Eq. 8.8. A funcdo Gy, : U? — U definida
pela expressdo:

Gp(X,Y) =([1,1] —sg(X = Y)) -max([1,1] - ¥, Y) (8.10)

é uma implica¢do fuzzy.
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Prova.
Gu(X,Y) = ([0,0],[0,0]) = [1,1];

Gu(X,Y) = ([0,0], [1, 1]) = [1,1];
Gu(X, Y) = ([1, 11,10, 0]) = [0, 0]
Gu(X,Y) = (11,11, [1, 1) = [1, 1].
Teorema 19. Sejam N¢ a negacdo intervalar padrdo, Sy a t-conorma intervalar do

mdximo e Tp a t-norma intervalar do produto. Entdo, a representacdo candnica da im-
plicacdo Gy, é obtida da seguinte forma:

I, (X, Y) =16, (X, Y). (8.11)

Prova. Segue da Defini¢cdo 8, Proposicoes 60 e 61 e Teorema 2 que:
I6,X.Y) = Iy 5= (X, Y) = s, (X, V).

Proposicao 101. A funcdo Gy, dada pela Eq. (8.9), satisfaz as seguintes propriedades:
(i) 12, para todo X, Y,X € U;
(ii) 3s5¢05<Y;
(iii) I55¢0.5<X,Y;
@iv) se 0.5 < X, Y entdo G,(X,Y) > G,(IN(Y), N(X)),
(v) Gy, ¢ continua.
Prova. Apresenta-se a prova de (i), as demais podem ser construidas de forma andloga.
Se X < YentaoX-7Z >2Y—-ZesgX—-2) > sg(Y —Z). Além disso, se X < Y
entdo Sy(Tyu(N(X),N(Z)),Z2) > Su(Tu(N(Y),N(Z)),Z). Portanto, se X < Y entdo
Gin(X,Z) 2 Gu(Y, 2).
Proposicao 102. A funcdo Gy, dada pela Eq. (8.9), satisfaz as seguintes propriedades:
(i) 119 quando 0.5 <X <Y, Z< Z;
(ii) 111 guando X > Y;
(iii) 121 quando S (X,N(X)) < Y;
(iv) 122guando Y € [0.5,1];

(v) 120 guando X,Y < Z;

Prova. Segue do Teorema 19, Proposicdo 100 e Definigcdo 28.
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8.3.1 ®&-conjugada da G,-implicacao Fuzzy Intervalar

Proposicao 103. Seja © um automorfismo intervalar e Gy, a funcdo Gy, valorada interva-
larmente. A fungdo conjugada G} de Gy, dada pela equagdo

Gy, = O™ (GH(OX), D(Y)) (8.12)
€ também uma implicagdo fuzzy intervalar.

Prova. Considerando uma Gy-implicagcdo fuzzy intervalar, cuja defini¢do é dada pela
Eq. (8.9), segundo a Proposicdo 100, tem-se que Gy, satisfaz I1:

Gy ([0,01,[0,0]) = ®~(Gy(@([0, 01), D([0, 0]))) = D~ (G4([0,01,[0,01)) = [1,1];
Gy ([0,01,[1,1]) = @' (G(D([0, 01), D([ 1, 11))) = D' (Gy([0,01, [1, 11)) = [1,1];
Gy ([1, 11,1, 1]) = @' (Gy(@([1, 1]), (1, 11))) = " (Gy([1, 11,1, 1])) = [1, 1];
Gy ([1,11,10,0]) = @' (Gu(D([1, 11), D([0, 0]))) = @' (Gy([1, 11,[0, 01)) = [0,0].

Assim, a conjugada de uma Gy-implicacdo fuzzy intervalar é também uma implicagdo
fuzzy intervalar.

Proposicao 104. Sejam N¢ a negacdo intervalar padrdo, Sy a t-conorma intervalar do
mdximo, Tp a t-norma intervalar do produto e I, uma implicagdo G, valorada interva-
larmente. Supondo ainda que ® é o automorfismo intervalar obtido a partir de um au-
tomorfismo ¢, entdo, tem-se que a representagdo candnica da conjugada da implicacdo

Gy, indicada pela expressdo Igh é obtida da seguinte forma:
I{ (X.Y)=13,(X. 7). (8.13)
Prova. Segue das Proposicdo 19 e Teorema 4 que:

3 _70 _ 0
LY =T (X1 =12  (X.Y).

Proposicao 105. A conjugada da funcdo Gy, dada pela Eq. (8.12), satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) 12, para todo X, Y,X € U;

(ii) I3se0.5<Y;

(iii) ISse 0.5 < X, Y;

(iv) 5se 0.5 < X, Y entdo G,(X,Y) > G,(N(Y), N(X));

(v) Gy, é continua;

se, e somente se, a funcdo Gy, dada pela expressdo Eq. (8.10) satisfaz estas propriedades.
Prova. Segue das Proposigcoes 104 e 101 e Definicdo 28.

Proposicao 106. A funcdo conjugada de Gy, dada pela Eq. (8.12), satisfaz as seguintes
propriedades:
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(i) 119 quando 0.5 < X <Y,Z< Z;
(ii) 111 guando X > Y;
(iii) 121quando S (X,N(X)) <Y;
(iv) 122 quando Y € [0.5, 1],
(v) 120 quando X,Y < Z;
se, e somente se, a funcdo Gy, dada pela Eq. (8.9), também satisfaz estas propriedades.
Prova. Segue das Proposicoes 104 e 105 e Definicdo 28.

Proposicao 107. A implicacdo Gy, intervalar e suas implicacoes intervalares conjugadas
sdo A-implicacoes intervalares.

Denota-se por C(G,) a classe das G, implicagdes fuzzy e C(GZ) a classe das
funcdes conjugadas de implicacdes fuzzy G,,. As extensdes intervalares relacionadas sdo
indicadas por C(Gy), e C (fo’), respectivamente. De acordo com o Teorema 8, juntamente
com a Proposi¢do 103, este trabalho mostrou que a comutatividade do diagrama na Fi-
gura 8.2 € verificada.

Eqg.(8.9
C(Gy) 4.89) C(Gy)

Eq.(??) Eq.(8.13)

Eq.(6.8), Eq.(6.9)

C(G?) C(@G)

Figura 8.2: Comutatividade da classe das G, Implicacdes Fuzzy.

8.4 Consideracoes Finais

Neste capitulo considerou-se a avaliagdo de propriedades algébricas verificadas
pela extensao intervalar das subclasses de A-implicagdes: Iy implicacdes de Yager inter-
valar e das Gj,-implicacdes fuzzy intervalares.

Analisou-se também, a acdo de automorfismos nessas duas subclasses das
implicagdes de Yager intervalar e das G,-implicacOes fuzzy intervalares.
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9 CONCLUSAO

O trabalho desenvolvido mostra que na légica fuzzy valorada intervalarmente
também se pode construir proposi¢des utilizando-se diferentes operadores, gerando no-
vas proposicoes fuzzy valoradas intervalarmente, incluindo os conectivos como t-normas,
t-conormas e negacdes fuzzy valoradas intervalarmente, bem como os operadores de
implicagdo fuzzy intervalares.

As proposicdes fuzzy valoradas intervalarmente resultantes das combinacdes de
fun¢des de agregacdo podem ser descritas em termos de relagdes da l6gica fuzzy valorada
intervalarmente e a determinagdo do valor destas relagdes ocorrem em fun¢do dos con-
juntos fuzzy dos operandos, os quais podem ser definidos de muitas maneiras diferentes.

Existem muitas formas de estender os conectivos proposicionais cldssicos para
o conjunto U. Neste estudo, a representacdo canodnica intervalar consiste num operador
cujas extensdes preservam tanto as propriedades l6gicas dos conectivos da logica fuzzy
como os critérios de optimalidade e corretude da andlise numérica sobre intervalos de
reais.

9.1 Principais Contribuicoes

Na sua fundamentacdo, o texto colaborou com a discussao e o estudo dos seguintes
temas:

(i) A integracdo entre a Matemadtica Intervalar e a Légica Fuzzy vem consolidando a
Logica Fuzzy Intervalar, cujas principais caracterizagdes e aplicagdes sdo des-
crita no Capitulo 2. Neste contexto, buscou-se a fundamentagdo para compre-
ensdo desde a modelagem do tratamento da incerteza até a estruturacdo dos pro-
cessos computacionais que ocorrem no sistema de inferéncia e regras aplicadas,
quando da execucdo de sistemas especialistas. Estes sistemas, conforme descri¢ao
apresentada, auxiliam na simulacdo de sistemas reais e complexos, que visam
colaborar, pelo uso de um ferramenta computacional, para tomada de decisdes.
Para tal, também foram discutidos a evolucdo da Matematica intervalar e sua
contextualizagdo na Computacdo Cientifica, assim como revisados os principios
da Aritmética Intervalar, com €nfase nas operagdes aritméticas e transcendentes e,
nas nog¢des de representacao intervalar.

(ii) Na teoria de conjuntos fuzzy, as normas, conormas tém um papel fundamental para
fornecer os modelos genéricos para as operacdes de intersec¢do e unido, devendo
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possuir as propriedades de comutatividade, associatividade, monotonicidade e sa-
tisfazer o elemento neutro. Analogamente, para constru¢cdo da nocao de dualidade
considera-se a relevancia do complemento fuzzy. A generalizagdo dos conecti-
vos proposicionais cldssicos utilizando os conceitos de normas triangulares, conor-
mas triangulares e de negacdo fuzzy siao estudados no Capitulo 3, e fundamenta-
ram a correspondente extensao baseada na representacdo candnica apresentada, na
sequéncia, no Capitulo 6.

(iii) As funcgdes de agregacdo intervalares formam classes gerais de intersec¢io e unido
respectivamente caracterizadas por normas triangulares intervalares e por conor-
mas triangulares intervalares e juntamente com o complemento fuzzy podem ser
estendidas considerando a representagdo candnica. Este texto resume os principais
resultados, apresenta uma andlise de propriedades e exemplos dos agregadores e da
negacao fuzzy valorados intervalarmente, os quais foram detalhados no Capitulo 6.

(iv) O trabalho ainda contemplou, no Capitulo 4 uma revisao bibliografica visando a
identificacdo e andlise dos principais implicacdes fuzzy, suas principais proprie-
dades e as correspondentes aplicacdes dentro do estudo estrito da ldgica fuzzy.
Esta etapa de desenvolvimento colaborou com o fortalecimento e integracdo en-
tre os grupos de pesquisa GMFC/PPGINF/UCPEL e Lolita/UFRN, considerando a
importancia de revisdo de todos os trabalhos ja consolidados por estes grupos no
estudo de implicacdes e coimplicacdes, dentro da légica fuzzy e da logica fuzzy
valorada intervalarmente.

(v) Considerando a importancia de implicagdes fuzzy no desenvolvimento de aplicacdes
praticas em sistemas fuzzy, uma importante contribuicao deste trabalho foi o es-
tudo da representacdo candnica intervalar para diferentes classes de implicagcdes
(QL-implicagdes, S-implicacdes, R-implicacdes e D-implicacdes) valoradas inter-
valarmente e de suas principais propriedades, com base nas extensoes intervalares
de operadores de agregacdo e complemento fuzzy. Este estudo de propriedades
algébricas das implicacOes fuzzy intervalares foi baseada em dois tipos de aborda-
gens:

1. na representacdo explicita, definida em termos dos operadores de agregacao,
como verifica-se no caso das S -implicagcdes, QL-implicacdes e D-implicacoes
valoradas intervalarmente; ou

2. narepresentacao implicita, pelo estudo da importante classe de R-implicacdes
valoradas intervalarmente.

Consolidada esta etapa de embasamento tedrico, a principal colaboragdo deste tra-
balho esta no estudo das operacdes de implicacdo fuzzy que ndao podem ser naturalmente
representadas na forma explicita ou na forma implicita. Neste sentido, foram obtidos os
seguintes resultados, descritos no Capitulo 8:

(i) Axiomatizagdo da extensdo intervalar baseada no construtor candnico para a classe de
A-implicacdes incluindo estudo e andlise de suas propriedades;

(ii) Extensdo da representacdo intervalar no sentido de investigar a subclasse das
implicagdes de Yager e a subclasse das Gj,-implicagdes fuzzy;
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(iii) Estudo e formalizacdo da acdo de automorfismos sobre a classe de A-implicacdes

e das subclasse das implicacOes de Yager e a subclasse das Gj,-implicacdes fuzzy,
incluindo alguns aspectos relacionados com a relacdo de dualidade;

(iv) Andlise da acdo de automorfismos intervalares e preservacao de propriedades das A-

9.2

9.3

implicagdes e A-implicacdes valoradas intervalarmente, incluindo suas principais
subclasses, como as implicacdes de Yager intervalares e as Gj-implicagcdes interva-
lares, levando-se em consideracdo neste caso, a representacao candnica intervalar.

Publicacoes dos Resultados

Durante este estudo foram publicados os seguintes trabalhos:

Introducao ao Estudo das Implicagdes Fuzzy Valoradas Intervalarmente, Marilia do
Amaral Dias. In: XVIII Congresso de Iniciagao Cientifica, VIII Mostra de Pds-
Graduacdo, Congresso de Extensao, UCPel, 2009.

A-Implica¢do Fuzzy Valoradas Intervalarmente, Marilia do Amaral Dias, Renata
Hax Sander Reiser , Benjamin Calejas Bedregal, In: XXXIII Congresso Nacional
de Matematica Aplicada e Computacional, 2010, Sao Carlos. CNMAC 2010, 2010.

On Interval Valued Fuzzy Logic: The Best Interval Representation of the Yager’s
Implication. Renata Hax Sander Reiser, Benjamin Calejas Bedregal, Regivan San-
tiago, Marilia do Amaral Dias. In: REISER, R, H. S.; PILLA, M. L.. (Org.).
IntMath-TSD: Interval Mathematics and Connections in Teaching and Scientific
Development: Minisymposium Selection: Celebrating 30 Years of Interval Mathe-
matics in Brazil. 1 ed. Pelotas: Universidade Federal de Pelotas. Editora Uni-
versitaria, 2010, v. 1, p. 155-167. Renata Hax Sander Reiser, Benjamin Calejas
Bedregal, Regivan Santiago, Marilia do Amaral Dias.

Trabalhos submetidos a publicacdo:

On Yager’s implications and their conjugates, Renata H. S. Reiser, Benjamin C. Be-
dregal, Regivan H.N.Santiago, Marilia A.Dias In: Congresso Brasileiro de Sistemas
Fuzzy, 2010, Sorocaba-SP.

A-Implicacdes Fuzzy Valoradas Intervalarmente, Marilia do Amaral Dias, In: Salao
Universitario: XIX Congresso de Iniciacdo Cientifica,IX Mostra de Pos-Graduacao,
IT Congresso de Extensao, UCPel, 2010.

Continuidade do Trabalho

Com base nos resultados obtidos neste trabalhos, novas propostas se estruturam.

Assim, na continuidade deste trabalho o foco principal continua sendo contribuir para
o estudo da axiomatizacdo das implica¢Oes fuzzy valoradas intervalarmente. Mais es-
pecificamente, tem-se as seguintes possibilidades de investigacdo tedrica nesta linha de
pesquisa:
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Estudo, modelagem e constru¢do da extensdo intervalar de outras subclasses de
implicacdes fuzzy da classe de A-implicagdes, incluindo avaliacdo da acdo de au-
tomorfismo e relacdes de dualidade, incluindo as A-coimplicagdes valoradas inter-
valarmente;

AvaliagOes das propriedades algébricas verificadas pelas subclasses e construcoes
duais;
Estudo e andlise da acdo de geradores aditivos e multiplicativos sobre A-

(co)implicacdes fuzzy e A-(co)implicagdes fuzzy valoradas intervalarmente;

Defini¢do de construtores menos restritivos que os automorfismos, para geragao de
novos conectivos fuzzy intervalares, como os operadores de retracao;

Investigacao das condi¢des que garantem a dualidade em construgdes contrapositi-
vas na axiomatiza¢do das implica¢des fuzzy e extensao intervalar correspondente.
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